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In  Kommission  bei  B.  G.  Teubner  in  Leipzig. 
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Aus  den  Nachrichten  der  K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen. 
Mathematisch-physikalische  Klasse.     1912. 


"^^ 


Vorbemerkung. 


Der  elirenvollen  Aufforderung  der  Herausgeber  dieser  Samm- 
lung, der  Herren  F.  Klein  und  M.  Brendel,  den  Bericht  über 
Gauß'  Arbeiten  zur  Funktionentheorie  zu  übernehmen,  glaubte  ich 
nachkommen  zu  dürfen,  da  ich  mich  seit  einer  langen  Reihe  von 
Jahren  viel  und  gern  mit  dem  Studium  der  von  Schering  im 
III.  Bande  der  Werke  von  Gauß  veröffentlichten  Teile  des  Nach- 
lasses beschäftigt  habe.  Bei  der  Ausführung  der  Arbeit  erwies  es 
sich  aber  besonders,  da  das  1898  aufgefundene  Tagebuch  von 
Gauß  und  seine  Bearbeitung  durch  Klein  neues  Material  brachte, 
als  nötig,  auf  die  Gaußschen  Handschriften  selbst  zurückzugreifen, 
und  so  wurden,  nachdem  ich  mit  der  sachkundigen  Hilfe  meines 
Freundes  Brendel  die  in  Betracht  kommenden  Teile  des  Nach- 
lasses ausgewählt  hatte,  der  vorliegenden  Darstellung  durchweg 
die  Originalhandschriften  zu  Grunde  gelegt.  Diese  ergaben  eine 
unerwartete  Fülle  von  bisher  ungedruckten  wichtigen  Aufzeich- 
nungen. Ein  Teil  dieser  Aufzeichnungen  (die  auf  das  arithmetisch- 
geometrische Mittel  bezüglichen  Fragmente  aus  den  Jahren  1797 — 
1799)  wurde  mit  den  zugehörigen  Erläuterungen  als  Heft  II  der 
Hauptabhandlung  (Heft  III)  vorangestellt ,  um  die  letztere  nicht 
allzusehr  mit  Einzelheiten  belasten  zu  müssen.  Das  Heft  II  wird 
beim  Studium  der  betreffenden  Abschnitte  des  Heftes  III  stets 
heranzuziehen  sein. 

Das  lebhafte  Interesse,  das  die  Herren  Brendel,  Klein  und 
Stäckel  meiner  Arbeit  entgegenbrachten,  und  manche  wertvolle 
Bemerkung,  die  sie  mir  während  der  Korrektur  der  Fahnen  zu 
machen  die  Güte  hatten,  hat  die  Arbeit  sehr  gefördert  und  ver- 
pflichtet mich  den  genannten  Herren  gegenüber  zum  herzlichsten 
Danke. 

Gießen,    September  1912. 

L.  Schlesino:er. 


Materialien  für  eine  wissenschaftliche 
Biographie  von  Gauß. 

Gesammelt  von  F.  Klein  und  M.  Brendel. 

II.     C.  F.  GAUSS:   Fragmente   zur  Theorie  des  arithme- 

trisch-geometrischen  Mittels  aus  den  Jahren 

1797—1799. 

Herausgegeben  und  erläutert  von 

L.  Schlesinger  in  Grießen. 

Vorgelegt  in  der  Sitzung  vom  28.  Oktober  1911  durch  Herrn  F.  Klein. 

Die  weiter  unten  (erster  Abschnitt)  abgedruckten  Aufzeichnungen 
von  Gauß  sind  zum  größten  Teile  noch  nicht  veröffentlicht. 
Sie  stammen  aus  den  Durchschußblättem  des  „Leiste"  und  aus 
der  Scheda  Ac  (begonnen  Nov.  1799)^),  also  aus  der  frühesten  Periode 
von  Gauß'  Schaffen  und  erscheinen  gerade  dadurch  besonders 
wertvoll,  daß  sie  Einblick  gewähren  in  die  Entwicklung  von  Gauß' 
Gedankengang.  Ich  gebe  diese  Fragmente  in  der  Reihenfolge 
der  Blätter,  auf  denen  sie  sich  aufgezeichnet  finden  ^),  ganz  getreu 


1)  Gauß  hatte  sich  (vgl.  Klein,  Festschrift  zur  Feier  des  150jährigen  Be- 
stehens der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen,  Beiträge 
zur  Gelehrtengeschichte  Göttingens-,  Berlin  1901,  S.  1 — 44,  Gauß'  wissenschaftliches 
Tagebuch  1796 — 1818,  wieder  abgedruckt  Mathem.  Annalen,  Bd.  57,  S.  1—26) 
ein  Exemplar  von  Leiste:  Die  Arithmetik  und  Algebra  (Wolfenbüttel  1790)  mit 
Schreibpapier  durchschießen  lassen  und  auf  die  Durchschußblätter  Notizen  wissen- 
schaftlichen Inhalts  gemacht.  Die  Scheda  Ac  ist  ein  Oktavheftchen,  aus  dem  schon 
in  Bd.  III  der  Gauß'schen  Werke  zahlreiche  Auszüge  abgedruckt  worden  sind. 

2)  Diese  Reihenfolge  stimmt,  wie  wir  gleich  vorweg  bemerken  wollen,  bei  den 
in  Leiste  enthaltenen  Aufzeichnungen  nicht  mit  der  chronologischen  Folge  der 
Eintragung  überein.  Dies  geht  einmal  aus  dem  Inhalt  der  Notizen,  das  anderemal 
daraus  hervor,  daß  diese  Notizen  zum  Teil  zwischen  Aufzeichnungen  anderen  In- 
halts mit  ersichtlich  späterer  Schrift  und  Tinte  eingeschrieben  sind. 


2  L.  Schlesinger, 

nach  den  Originalen  wieder.  Meine  Erläuterungen  bestehen  zu- 
nächst (zweiter  Abschnitt)  in  der  Verifikation  und  Erklärung  der 
Gauß'schen  Aufzeicbnungen.  Es  folgt  (dritter  Abschnitt)  eine  Er- 
örterung über  ihre  mutmaßliche  Entstehungszeit,  dagegen  bleibt 
ihre  historisch-biographische  Verwertung  einer  anderen  Publikation 
vorbehalten.  Im  ersten  Abschnitt  bezeichnen  die  Angaben  links 
oben  die  Seiten  der  Originalhandschrift,  die  in  eckigen  Klammern 
befindlichen  Zahlen  dienen  zu  Verweisen  in  den  Erläuterungen. 

Der  Königlichen  Gesellschaft  der  "Wissenschaften  und  dem  Di- 
rektor der  Sternwarte  Herrn  J.  Hartmann  zu  Göttingen  spreche 
ich  meinen  Dank  dafür  aus,  daß  sie  mir  die  in  Rede  stehenden  und 
noch  einige  andere  Handschriften  des  Gaußarchivs  zur  Benutzung 
auf  der  hiesigen  Universitätsbibliothek  zur  Verfügung  gestellt 
haben;  nicht  minder  gilt  mein  Dank  den  Herren  Brendel,  Klein, 
Krazer  und  Stäckel,  deren  eingehende  Kritik  mir  namentlich 
für  den  dritten  Abschnitt  von  großem  Nutzen  war. 

Erster  Abschnitt.  Liste  von  Gauß'  Aufzeichnungen. 
(Leiste,  S.  25): 

[2]  B  +  ^B'  +  -^I}-'---  =  4:Z  +  S^' 

[3]  B  =  4^-16.-^-376^^ 

[4]  Periph.  =  1  -  4^'^ -f- 20^' +  800^' 

(Leiste,  S.  26): 

Peripheria  Ellipseos 

[6]  B  +  \B^  +  ^.-^B^.-..=  {2/+2/  +  ...y  =  rr 

(Leiste,  S.  37): 


[7] 


hb       i  aa  —  hb\ 
a       \       a      J 


v/(««- 


aa  —  hb 
55 

aa 


[8] 
[9] 

[10] 

[11] 
[12] 


Zu  Gauß'  Arbeiten  über  das  arithm.-geometr.  Mittel. 

_  1    i.i-y(i-t.o„i-v(i-H 


Mi/ 


2    '    2  i^sj^l-vv)      l  +  \/(l-w) 

M       _    Jlj_Jl  .1       *^     41       , 


„  2  \/a;         .       ^     „ 
M-ir-'^ —  —-^-{--^xMx 


1^        1^ 

2  "^  2 


1  +  x 

Peripheria  Ellipsis  cuius  axes  a,  h  est 
aa—  hh 


hb  I  „ .  /aa  —  hh 
%  —  \K 

a   !       t        «« 


,  /aa  —  hh    ( ^       aa—  hh  „  ,  laa  —  hh\ 


=  n 


hh 


l  +  N\J 


hh 

aa  —  hh 


hh 


Med.  inter  1  et  — 
a 


[13] 

(Leiste,  S.  48): 


KT                  Tir              1           ,         ^.l-\l(l-vv) 
JSv  =  vvalv  =  -—  vv  +  V  •  i\ ^T^ 

2  i_|-y(i_j;^) 


[14] 
[15] 


71      /.        1. 1  /  aa  —  hb 

1  =  Y«  1 


2.2 


aa 


1.1.1.3  /aa-bhV 

2.2.4.4  V      «« 


aa 


M{a,  b) 
(Leiste,  S.  49): 

[16] 
117] 
[18] 
[19]  H 

[20] 


,,       1.1   /fla-6&\      1.1.3.8  /««-&&  \' 


2.2 


aa 


2.2.4.4 


aa 


-^    2.r-  ,,        ,^ 

^^- —  =  {l+x)  Kx 


l-\-x 


K\l{l-xx)  =  Hx 


kI^^=  H    ^"^ 


1  —  x 
l+x 


l+x 


l  +  x 


l  +  x 


l  +  x 


Hx 


^y 

= 

V(i- 

-  xx) 

l  +  y 

'x  =  - 

2 

—u- 

2.* 

l  +  x       l+x 


2x' 
l  +  x 


=  'x 


^  L.  Schlesinger, 

r  ,  l-Sl{l-XX)  , 

21  -T =  * 

[22]  -^  +  -j-  a;'  +  -Q-  a;' ic"  +  etc  =  Ma; 

(Leiste,  S.  54): 


Bestimmung  der  zwei  ersten  Coefficienten  des  Ausdrucks 

[23]  :=  =  a  +  &  cos  2(p  —  c  cos  4t(p  —  d  cos  69)  •  •  •  • 

V(l-l-sing)') 

[24]    a_i      2  ■  4  *  1  "^  2  *  4  *16'  1.2       2  *  4  '  6  "64"  1.2.3"^ 
t^^T       =  ^-2T2  +  2:2X4~"'"  '*'^- 


[26]      =  f-T^^^—  (0  .  •  . .  Ij  X  A  =  AA  =  0,83462 
^    ^  J    \J(l-x')  ^  '        %  % 


PQ--,  ,         1       1   3.3       1     3.3    5.5    ,     , 

[27]&=  4-^2;^  +  ^-2;6-4;8+etc. 

[28]     =2a-^ 

(Leiste,  S.  83): 
1 

1 
[30]  ^1TV=T  +  I^^^^ 

2i;^         .      2/ 


[311  1)     --^^_    Z-:r^^^^ L^r^^^—]  =  Kv-vLv 


(Verif.) 


2v' 


[32]  2)  K.r^  =  {l+v)Kv 

(Leiste,  S.  88): 


1331  l  +  j.l..  +  l.l.|.A„.  +  e.to.  =  Ä- 


Zu  Gauß'  Arbeiten  über  das  arithm.-geometr.  Mittel 
[36]  Kv  : -3 =  ?— 

1  +  1/ 


[36] 


bK  dL      vdvK  dvlj 


V 


dv  äv  '       dv  dv    ' 

[37]  K'  =  vL',  vK  +  vvK'  =  L  +  x^L' 

[38]  K+{v-^)k'  =  L 

[39]  (l  +  v)Kv  =  K^ 

1-1/ 


[40]  (1  +  v)  K'v  +  Kv  =  K'^^" 


(1  +  vYv^ 


1  +  1/ 
(Leiste,  Rückseite  des  Titelblatts) : 

[und  darunter  als  Ergebnis  einer  langen  Zahlenrechnung] 
0,834626841674030 

(Scheda  Ac,  S.  9): 


[42] =  Ä  +  A'c-{-  Ä'c  2  +  Ä"c  3  +  etc. 

V(l  -  c.-) 

.   _  1   ,    1.3       ,    1.3.5.7    ,        1.3.5.7.9.11      ,     , 

^  -  ^+4.4^^+4.4.8.8  ^  +   4.4.8.8.12.12   ^    ^*''- 

A'  —  9    /l    ,  1-3-5       ,    1.3.5.7.9    ,     1.3.5.7.9.11.13    , 

~     'U  +  4.4.8  ^^  "^  4. 4.8.8.12'~ +4.4.8.8.12.12.16-    ^^'^' 

,„      „      /1.3  ,    1.3.5.7        ,    1.3.5.7.9.11    ,  ,     ,    \ 
^  =  ^  ''  (ct  +  4Ääl2  ''  +  4. 4. 8. 8. 12.12  "  +  ^^^'j 


[43] 


^"  =  2.-"  ^-^-^   ■     1-3-5.7.9 


,4.8.12  '  4.4.8.12.16 
etc.  A         1z 


1.3.5.7.9.11.13    ,        \ 

-^  +  4.4.8.8.12.16.20^    ^^^7 


2^^  +  4^'  +  3.^J.  =  0  ^  4_l£l 


3^^' -8 ^"  +  5^-^"'  =  0  o       25^^ 


6^Ä"-12Ä"'-7^Ä^'^  =  0  ^2_  49 .^^ 


etc.  16  -  etc. 


L.  Schlesinger, 

Terminus  constans  duarum  expressiorum 

(4 +  4^  +  -?' cos  9)')"^ 
[44]^  (4  +  (8-^  +  4^^)cos9)')"^ 

idem  est  et  quidem     g  Term.  med.  Ar.  Q.  inter  1  et  1  +  ^ 

(Scheda  Ac,  S.  10); 

Medium  arithmetico-geometricum  inter  1  et  ic  per  huius 
modi  formulam  exhiberi  potest,  apprime  utilem  quoties  x  est 
[451     \  numerus  satis  m  a  g  n  u  s 

C{x— ax"^  — ^x~^  —  yx"^ —  <iiQ,^ 

log  (4a;  —  ax~^  —  bx~^  —  cx~^  —  etc.) 

Hie  f actor  constans  C  =  -^n  =  1,57079632  •  •  • 

MAI    ;      -l/^-A        _J1_._  i69_      _  1379 
^4Dj    ^a—  ^,p  —  Q^,   y—    256  '  36384'  ^ "~    2^« 

_9.       _19_    4769 


32'  128  '  49152' 

r.r,-,     T.          .     .           1      .         1    _,       13     _,       23     _,     2701   _3 
[47]     Denommator  =  log  4a;  — -^^a;    —  ^töö'^        "ööT'^ öiT^ 

[48]  Obs.  Numerator,  omisso  factore  C,  pro  a;  =  2  fit  =  Ji3  =  1,863617 
[49]  Posito  denominatore  =  log  ^  erit 


[50] 


X  =^^  +  ^-  +  ^^-3_2^--i^-'-3.-''-^^--t-6^-"  + 
4-ä'~''-22^-'^-3i^-"  +  64^-^'  = 


2^     ^  ...      —    4      16     56      160 


Posito  numeratore  =  Cy  erit 
t^lJ    f  ,    1    _,  ,    1    _3       1     -5        23      . 

^  =  ^  +  "4^    +64^    -256^    -16384^ 

Denominator  fit  pro  x  =  1  +  ^ 

^ A 


Zu  Gauß'  Arbeiten  über  das  arithm.-geometr.  Mittel. 
A  proxime  =  4,9348  =  -^jtTt 

(ScheJa  Ac,  S.  11): 

Q 

[52]  Posito  numeratore  =  -rr- 

erit 

[54]        ^  =  Pars  ipsius  (^tä;  —  cos  (p')  '  quae  a  <p  est  libera 


[55] 


=  -Tj —  X  valor  integralis 


J^xx  —  rr  ^ 


dr 


XX  — rr  J    sj  [i  —  rr)  {xx  —  rr) 

ab  r  =  0  usque  ad  r  =  1 
spectando  x  tamquam  constans 

Ponendo  -r —  =  Q 

^    \Jx+l 

erit  nnmerator  = 

-A:  log (g  +  2r/  + 152^ +  1502'=' 
=  -A:  logqp(2) 
Coefficientes  seriei  deducuntar  ex  aequatione 

Ic  Numerator  pro-r- 
[56]         M\J{l-h}:)= ^ demonstr.  GALEN 

[57]  Observ.    ^,   .    ..p^o  =  V^ 

"•     ^  31  sm  15" 

/1-4  +  32-176 

[58]     j  -12  +  192       1  -  Azz  +  20^"  -  64^*  •  •  •  =  Periph.  ElHps. 

-80 


3  L.  Schlesinger, 

(Scheda  Ac,  S.  12): 


[59] 


[60] 


Posito  termino  constante  expressionis  (1  +  /ti  cos  (p^)~  "^  =  Ä 
erit     31\Jil  +  ii)  =^ 

Terminus  constans  expressionis  IM  —  2  cos  (p  +  -^  j 

est  = 


Terminus  medius  inter  h  — 7-  et  7i  +  -7- 

h  h 


[62] 


fSi 

mcipitur  atque  ponitur  A  =  F^,  B  =  Gyi,  erit 


(,a,a  —  cos  (p^)  '  in  seriem  Ä  +  2B  cos  29)  +  etc.  evolvi 
concipii 


Ponendo 


[631  -p^—  =  ^a;  erit  rc.  x',  x"  etc. 

■-     -^  Fx 

[64]  -5"a;  =  -^^— ^+   .    .   „  + -,   ,   „   ,„ etc.  = -5- a;~^  +  t-^ a:~*  +  57^^ a;"^ etc. 
"-    ^  2x'       4:x'x       8x'x  X  8  16  8024 

Rxx  =  2xxII-;^lx+  —]  —  l 
(Scheda  Ac,  S.  13) : 

X  =  X 

x'  =  {x-^  Sjixx  -  1))" 
g)  M  sin  9? 

0  0 

5  0,4099431 

[es  folgt  eine  Tabelle  von  5  zu  5  Grad  auf  7  und  mehr  Dezimal- 
stelleuj  bis] 

90  1,0000000 


Zu  Gauß'  Arbeiten  über  das  arithm.-geometr.  Mittel. 


13  5  11 


[65]     {e-'^^iHe^  =  i+}^xx  +  ^x'  + 


23 


737280 


x^-{- 


=  lfl-(ei'^  +  e-i^- 


[66]      Si  statuitur  31  sincp  =  A  —  a  cos  2(p  —  ß  cos  Igp  —  etc. 


pro  9?  = 

erit   Ä  —  y  cos  2  gp  —  i;  cos  4  9? 

0° 

0,6212056 

15° 

0,7566142 

[Es  folgen  die  Werte  von  15  zu  15  Grad  bis] 

90*^                 0,8189303 

^'  +  W 

'  +  512^-^  +  -  =  ^ 

[67] 

[68]  1)    Ps  =  l  +  4^^~  +  4^''  ^  +4^^ 

[69]  =  [2^  +  2^"  +  2.-"  +  . .  .]^  +  [1  +  2^*  +  2^^«  + .  ^ 

[70]  2)  5P5  =  2(2.e  +  2^«4----)x(l  +  2^~'  +  2^^*^  +  ---) 


[71] 
[72] 


1  1  9 

Px  =  1  +  -p  a^a;  +  -p^  a;*  +  etc. 
4  4.1b 


Mc  = 


1 

P5 


[73]      iH5  = 


jt 


o  T>        1      /  1  1    3  ,17    5      45     .      18893    , 

-2P.  X  los  (^.  +  j^. +^2-^ +2048^ +196608^ 


[74] 


P<^  2  ,      /l  1    3       ,   \ 


=  _      log 


^ 


16 


t'  + 


17 


45 


512        2048 


f  +  etc. 


(Scheda  Ac,  S.  14,  15): 


[75]  Ponendo  P  cos  cp  =  iV^+  a  cos  2  qo  +  6  cos  4  90  +  etc. 

[Es  folgt  das,  was  "Werke  Bd.  III,  S.  423,  Zeile  7  v.  u.,  beginnend 
mit  „erit",  bis  Schluß  der  S.  425  abgedruckt  ist]. 


10  L.  Schlesinger, 

Zweiter  Abschnitt. 
Erläuterungen  zu  den  vorstehenden  Fragmenten. 

1. 

Formeln  aus   der  Theorie   des   arithmetisch-geometri- 
schen Mittels. 

Zur  Bequemlichkeit  für  den  Leser  stelle  ich  hier  vorab  die 
wichtigsten  Formeln  aus  der  Theorie  des  arithmetisch-geometrischen 
Mittels  (agM.)  zusammen.  Für  die  Beweise  verweise  ich  auf  die 
von  Schering  herausgebenen  Teile  des  Grauß sehen  Nachlasses 
(Werke  III,  S.  361-404,  446-460),  ferner  auf  die  Gaußsche  Ab- 
handlung „Determinatio  attractionis  etc."  (Werke  III,  S.  352—360) 
und  auf  zwei  neuere  Darstellungen   der   gedachten  Theorie'). 

Es  seien  a,  h  zwei  beliebige  Zahlen,  a  ^  0,  b  ^  0,  a^  ^  6^ 

Wir  bilden 

(1)  «1  +  ^     r  ,/—r 


dann   existiert  lim  a„  =  lim  &„  =  M{a,h)  =  M{a^^'b^   und   wird 

n  n 

das  agM.  zwischen  a  und  b  genannt.     Es  ist  für    ein   beliebiges  q 

(2)  3I{Qa,Qb)  =  Q3I{a,b) 

und 


2       /•  dx  „         a'  —  b^ 

M{a,b)    ~  %     j  \/ (1  - x'iiü^xy 


Setzt  man 


(4)    c  =  ^a^-b\  c,  =  v«/-^^  0,  =  v«3'-&;^  — 

so  ist 

(5)    J/ («,(■)  =  2J/(«„0  =  2'M{a„c,)  =   •   •   •  =  2''il/(a„,0 


1)  L.  Schlesinger,  Sitzungsberichte  der  Königlich  Preiiß.  Akademie  der 
Wissenschaften,  1898,  S.  340  fl'.,  Handbuch  der  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen, Bd.  II,  2  (Leipzig  1898)  S.  3—31.  —  L.  v.  David,  Mathem.  und 
naturw.  Berichte  aus  Ungarn,  XXV  (1907)  S.  153—171. 
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und 

(n        "" 

2     r             dx 

0 

1      .^  =    ^^ 

^^^      M{a,  c) 

ar' 

Bildet  man  mit 

(7) 

M{a,h) 

"'^   M{a,c) 
y  =  e 

die  Reihen 

(8) 

(22)             (32) 
lj{y)  =  l  +  2y  +  2y'   ' +  2y'   '  +  •• 

■j 

(9) 

2(2/)  =  l-2y  +  2^^^'^-2y^^'V--- 

> 

(10)  r(y)  =  2y'  +  2^'  +2^  "+..., 
so  ist 

(11)  a  =  M{a,h)p{y)\  h  =  21{a,h)q{y)\  c  =  M{a,h)r(yy, 

(12)  a„  =  !/(«, 6) i;(/"V,  b,  =  M{a,h),  q{y^^\c,=  M{a,h)r{y^''y. 

2. 

Die  Leisteaufzeiclinungen  zur  Theorie  des   agM. 

Die  Formeln  [1],  [5],  [14]  geben  die  bekannte^)  Reihenent- 
wicklung des  Ellipsenquadranten  q  mit  den  Halbachsen  a,  b  {a  >  h) 
nach  Potenzen  der  Größe 


^  =  v/^^ 


es  ist 


1)  Man  vergl.  Euler,  Animadversiones  in  Rectificationem  EUipsis,  Opus- 
cula  varii  argumenti  II  (1750)  [Enestr.  154],  wo  S.  128  die  Reibenentwicklung 
für  den  Ellipsenquadranten  genau  in  der  von  Gauß  benutzten  Form  gegeben  wird. 
Die  Übereinstimmung  aucb  in  den  Bezeichnungen  läßt  vermuten,  daß  Gauß  jene 
Abhandlung  Eulers  gekannt  hat;  Euler  sowohl  wie  Gauß  haben  q,  statt  des 
Eulerschen  n  hat  Gauß  in  [1],  [2],  [3],  [5],  [6]  B,  in  späteren  Formeln  [13], 
[29] — [40]  aber  v\  den  Buchstaben  n  dürfte  Gauß  darum  vermieden  haben,  weil 
er  mit  n  eine  ganze  Zahl  zu  bezeichnen  pflegte.  Auf  den  ersten  Durchschuß- 
blättern des  Leiste  hat  sich  Gauß  (wie  es  scheint  nach  der  Fuß  sehen  Liste)  ein 
Verzeichnis  der  Werke  Eu  1er  s  angelegt,  er  hat  sich  also  schon  sehr  früh  lebhaft 
für  Euler  interessiert. 


12  L.  Schlesinger, 

-2^1  2.2'1       l2.4J'3       U.4.6J'5        ■■■]■ 

In  den  Formeln  [1],  [5]  ist  der  Faktor  -^a  unterdrückt.     Die 

Gleichung  [15]  stellt,  wenn  man  beiderseits  den  Faktor  a  wegläßt, 

die  Entwicklung  von  —^ry-, — Vv  nacli  Potenzen  von   B  dar.     Grauß 
°  M{a,o) 

dürfte  diese  Entwicklung  in  derselben  Weise  gefunden  haben,  wie 

er  sie  Werke  III,  S.  367,  art.  7  herleitet.     Es  ist  nämlich 


Ji(«,  b)  M{a-\-  c,  a  -c)        M{l  +  B,l-  B)        m{\,  ^l  -  B') 

setzt  man  nun 

so  wird 

Setzt  man  ferner  in  der  Funktionalgleichung 

die  Entwicklung 

1 


=   l  +  aB''  +  ßB'  +  yB'-\- 


M{\-\-B,  1-B) 
mit  unbestimmten  Koeffizienten  ein,  so  findet  man 

_1^1^        _1^25 
f^  —  4'  P  -  4'i6'  y  ~  4-i6'36'  •" 

Den  Zusammenhang  zwischen  agM.  und  dem  vollständigen  ellip- 
tischen Integral  erster  Gattung  hat  Gauß  zu  der  Zeit,  wo  er  jene 
Formeln  in  Leiste  einschrieb,  jedenfalls  noch  nicht  gekannt  (s.  u.). 

Die  linken  Seiten  der  Formeln  [2],  [6]  geben  also  die  Entwick- 
lung von 
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Ba  ^a'  -  ¥ 


M{a,h)  M{a,b)  M(a,b)' 

Die  Gleichung  [6]  entspricht  somit  der  dritten  unserer  Formeln 
(11),  wenn  man  daselbst  y  =  ^^  setzt.  Sie  enthält  also  den 
Zusammenhang  zwischen  dem  agM.  und  den  Reihen, 
deren  Exponenten  eine  arithmetische  Progression 
zweiter  Ordnung  bilden,  bezw.  die  Quadratzahlen 
sind  ^). 

Die  Grleichung  [2]  enthält  auf  der  rechten  Seite  nur  die  zwei 
ersten  Glieder  der  Reihe  r^,  die  Gleichung  [3]  entsteht  aus  [2] 
bezw.  [6],  indem  man  B  ausrechnet;  in  solchen  Operationen  mit 
Reihen,  deren  Inversion  etc.  war  Gauß  schon  in  sehr  früher  Zeit 
wohlgeübt  ^). 

Übrigens  ist  der  Koeffizient  von  s^  in  [3]  unrichtig,  die  Reihe 
lautet  (vergl.  Formel  [50]) 

[3]'  B  =  4^ -16.-^-56*'^ -160™'^-... 

Gleichung  [4]  ergibt  sich,  indem  man  [3]  in  [1]  einsetzt;  dem- 
gemäß ist  auch  in  [4]  der  Koeffizient  von  ^^  unrichtig;  die  rich- 
tige Reihe  steht  Formel  [58],  die  kleine  Zahlentabelle  daselbst 
zeigt,  daß  Gauß  tatsächlich,  als  er  in  der  Scheda  Ac  jene  Formel 
aus  Leiste  nachrechnete,  in  [1]  die  berichtigte  Entwicklung  [3]  ein- 
gesetzt hat. 

Wenn  wir  die  Bedeutung  der  Formeln  [3],  [4]  in  moderner 
Ausdrucksweise  hervorheben  wollen,  so  werden  wir  sagen :  diese 
Formeln  stellen  die  Unif ormisier ung  des  vollstän- 
digen elliptischen  Integrals  zweiter  Gattung  als 
Funktion  des  Moduls  B,  mit  Hilfe  der  Modulfunk- 
tion dar. 


1)  Solche  Reihen  betrachtet  Gauß  auch  in  der  Tagebuchuotiz  58)  vom 
16.  Febr.  1797  (Festschrift  S.  20,  Matbem.  Ann.  57,  S.  13);  vergl.  auch  die  Be- 
merkung Scherings,  Gauß'  Werke  III,  S.  493,  Zeile  4—6,  wonach  Gauß  den 
Zusammenhang  zwischen  agM.  und  den  Eeihen,  deren  Exponenten  die  Quadrat- 
zahlen sind,  1794  gekannt  haben  soll.  Mit  dem  agM.  hat  sich  Gauß,  wie  er 
April  1816  an  Schumacher  schreibt  (Briefw.  G.-Schum.  I,  S.  125),  seit  1791 
beschäftigt.  Die  Jahreszahl  1791  ist  durch  Kollation  mit  der  Originalhandschrift 
des  betreffenden  Briefes  autbentiziert.  Wie  Gauß  in  der  Anzeige  seiner  Abhandl. 
„Deterniiuatio  attractionis  etc."  (Werke  III,  S.  360)  angibt,  hat  er  die  Unter- 
suchungen über  das  agM.  unabhängig  von  den  ähnlichen  Untersuchungen  von 
Lagrange  und  Legendre  angestellt;  vergl.  Lag  ränge  „Sur  une  nouvelle 
Methode  de  calcul  integral",  Me'moires  de  l'Acad.  de  Turin,  t.  11.  1784 — 85  = 
Oeuvres  II,  S.  251—312,  besonders  S.  272  fi'.,  304  ff. 

2)  Man  vergl.  etwa  Gauß  Tagebuch  49  (Festschrift,  S.  18,  Matbem.  Ann. 
57,  S.  12)  vom  27.  Dez.  1796. 


14:  L-  S  chlesinger, 

3. 

Fortsetzung. 

Die  Bedeutung    der  in  den  Formeln  [8]— [13],    [22],    [29],    [30] 
auftretenden  Größe  M  ergibt  sich  am  einfachsten  wie  folgt: 
In  [35]  bedeutet  31  das  agM.,  und  zwar  ist 


M\/T^'  =  iH(l,  \Jl-v')'), 
es  ist  also 

[35]'  K(v)  =  ^ '). 

Damit  stimmt  die  Reihenentwicklung  [33]  (vergl.  [2]  und  [6]), 
ferner  die  Funktionalgleichung  [16],  die  in  [32]  und  [39]  wiederholt 
ist.  Die  Gleichung  [38],  worin  K'  die  Derivierte  von  K  nach  v 
bedeutet,  kann  zur  Definition  der  Größe  L  dienen.  Aus  der  für 
K'  geltenden  Funktionalgleichung  [40]  folgt  dann  in  Verbindung 
mit  [IG]  die  in  [29]  angegebene  Funktionalgleichung  für  L;  unter 
derselben  Nummer  findet  man  die  Definition  von  M  als  Quotienten 
von  L  und  K.     Es  ist  also 

[297  MW  =  H-(.-i)^. 

Mit  der  durch  [38]  definierten  Größe  L  steht  die  durch  die 
Reihenentwicklung  [34]  erklärte  Größe  L  in  naher  Beziehung'). 

Für  L  zeigt  zunächst  die  Vergleichung  von  [34]  mit  der  Reihen- 
entwicklung [1]'  für  den  Ellipsenquadranten  q,  daß 


1)  Die  Untersclieidung  zwischen  den  Buchstaben  31  und  M  und  ebenso  (siehe 
weiter  unten)  die  zwischen  L  und  L  ist  in  der  G  a  u  ß  scheu  Handschrift  nicht  ge- 
macht. 

2)  K{v)  unterscheidet  sich  also  von  dem  Jacob  ischen 

1 

/dx 


K 


-x''){l-v^  x"^) 


2 
nur  durch  den  Faktor  — 


3)  Die  Unterscheidung  zwischen  den  Buchstaben  L  und  L  ist  von  mir  inter- 
poliert (vergl.  oben).  Wahrscheinlich  hat  Gauß  die  Bezeichnung  gegen  eine  „Ur- 
aufzeichnung"  geändert.  So  hat  z.  B.  die  Gleichung  [38]  ursprünglich  gelautet 
vK-{-{v^-\)K'  —  L  und  ist  dann  durch  Korrekturen  in  die  oben  wiederge- 
gebene Form  gebracht  worden. 
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ist  (in  [1]'  ist  B  =  V  zu  nehmen) '),  Ferner  führt  die  Vergleichung 
der  Reihenentwicklungen  [33],  [34]  und  ihrer  Deri vierten  nach  v 
zu  den  Differentialrelationen  [36]  oder  [37].  Die  Vergleichung  der 
aus  [37]  folgenden  Gleichung 

[38]'  L  =  vK-\-{v'-l)K' 

mit  [38]  gibt  die  Beziehung   zwischen  L  und  L, 

sodaß  also  (vergl.  [34]') 

[34]  _^„_£  =  __ 

ist.  —  Für  das  durch  [29]'  definierte  M  verifiziert  man  sofort  die 
Funktionalgleichung  [30]  oder  [10]  ([8]  ist  einfach  die  Umkehrung 
von  [10]);  aus  dieser  läßt  sich  die  Entwicklung  [22]  unmittelbar 
herleiten.  Die  Potenzreihenentwicklung  [9]  -)  ergibt  sich  entweder 
direkt  durch  Anwendung  der  Funktionalgleichung  [10]  oder  durch 
Division  von  [34]"  mit  [33].  Diese  doppelte  Herleitung  von  [9] 
bildet  eine  erwünschte  Verifikation  unserer  Deutung  der  Grauß- 
schen  Formeln. 

Wir  bemerken  noch,  daß  sich  aus  den  Differentialrelationen 
[37]  sofort  die  homogenen  linearen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  herleiten  ließen,  denen  K  und  L  als  Funktionen  von  v 
genügen.  Diese  Differentialgleichungen  gehören  (nach  [38]')  zu  der- 
selben Klasse  (im  Sinne  von  Riemann);  K  und  L  sind  in  der 
Terminologie  von  Gauß  (Disquisitiones  circa  seriem  etc.)  func- 
tiones  conti guae. 

Nun  kann  die  Darstellung  [11]  bezw.  [12]  des  Ellipsenumfangs 
durch  Vergleichung  mit  den  Reihenentwicklungen  [5]  oder  [14]  veri- 
fiziert werden.  "Wir  setzen  eine  Verifikation  durch  Integralformeln 
hierher. 

Es  ist 


1)  Dieselbe   Entwicklunj^   für  —f^   findet  sich  auf   Seite  129  der  oben   er- 

av 

wähnten  Eulerschen  Abhandlung.     Euler  hat  a  =  1.     Die  Bedeutung  der  Be- 
ziehung [34]'  wird  weiter  unten  (Art.  5)  hervortreten. 

2)  In    [9]   ist,   wahrscheinlich   infolge    eines  Schreibfehlers,    der  Koeffizient 

41 
von  ic"  unrichtig;  er  lautet  .^^.^   (vergl.  [64]). 

1dü4o 
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^  ^  V(i-^*)(i-^^^*) 

und  (vergl.  (3),  S.  10  und  [35]) 

(14)  K=^  f-  ''' 

^  j  V(i-^')(i-v*^!) ' 

Daraus  folgen  in  bekannter  "Weise  ^)  die  zuerst  von  Legendre 
(Exercices  de  calcul  integral  I,  S.  61  u.  ff.)  aufgestellten  Relationen 
(die  sogen.  Klassenbeziehungen)  zwischen  den  vollständigen 
Integralen  erster  und  zweiter  Gattung  : 

,_.  71    dK  Q  1  X     K 


'■•■■'>                       2     dv    - 

a    v{l-v')       2     V   ' 

(16)                       ^     <!*    = 
^     ^                        a     dv 

1     q        71     K 

a     V       2     V  ' 

Aus  (15)  ergibt  sich 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Definition  von  31  in  [29J' : 
q  =  ~aK{l-v'm- 

Diese  Formel  stimmt  mit  der  von  Gauß  aufgezeichneten  Formel 
[11]  überein.  Wir  haben  sie  noch  einmal  verifiziert,  weil  sich  in 
den  Gauß sehen  Formeln  [11]  und  [12]  eine  Anzahl  von  Schreib- 
fehlern befindet,  die  offenbar  daher  rühren,  daß  G  a  u  ß  in  einer 
„Urauf Zeichnung"  a  mit  b  vertauscht  hatte  (vergl.  [7]).  Die  rich- 
tigen Gleichungen  lauten  für  den  Quadranten: 

[l^j  q   = 


2  f) 

Med.  inter  1  et  — - 
a 


wo  N  durch  die  Gleichung  [13]  definiert  wird^). 


1)  Vergl.    z.  B.    Durege,    Theorie    der    elliptischen   Funktionen    (Leipzig 
1878)  S.  290. 

2)  Während  uns  heute  die  Beziehung   des  agM.    zum   vollständigen  Integral 
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Setzt   man  in    [11]'   für  M   seinen  Wert  31  =  -^    oder,     mit 
Rücksiclit  auf  [34]", 


M  =  - 


2     1     1     (Jq  i/a'-b 


/  a  —u 


7t   va  K   dv 
ein,  so  erhält  man  für  q  den  Ausdruck 

[11]"  q=^aK{v)  +  v^, 

was  mit  der  zweiten  der  Legendreschen  Gleichungen  (16)  über- 
einstimmt. 


Die  auf  die  lemniskatische  Periode  bezüglichen 
Leisteaufzeichnungen. 

Die  bei  S.  54  des  Leiste  befindliche  Aufzeichnung  [23]- 
ist  darum  besonders  bemerkenswert,  weil  sich  aus  ihr  ein  Zu- 
sammenhang herstellen  läßt,  zwischen  den  im  Vorhergehenden 
besprochenen  Untersuchungen  von  Grauß  über  das  agM.  und 
denen  über  die  lemniskatischen  Funktionen,  welch' 
letzteren  zahlreiche  und  wichtige  Aufzeichnungen  im  Leiste  ge- 
widmet sind  (vergl.  die  von  Herrn  Klein  in  den  Anmer- 
kungen zum  Tagebuch  abgedruckten  Auszüge,  Festschrift,  S.  11  ff., 
Mathem.     Ann.    57,     S.    1  ff.).       Die     Reihe     [24]     erhält    Gauß 

offenbar,  indem  er  (i  +  sin-^)  ^  nach  Potenzen  von  sin'^qp  ent- 
wickelt, dann  die  Potenzen  von  sin'  (f  durch  die  Kosinus  der  Viel- 
fachen von  (f  darstellt  und  die  von  (p  unabhängigen  Glieder  bei- 
behält. Die  aus  [24]  durch  einfache  Reduktion  der  Glieder  ent- 
stehende Reihe  [25]  erinnert  sofort  an  die  Reihe  [15]  oder  [33]  für 


erster  Gattung  als  die  am  nächsten  liegende  erscheint,  tritt  bei  den  älteren  Ana- 
lysten immer  die  Beziehung  zu  dem  vollständigen  Integral  IL  Gattung  zuerst  her- 
vor (Landen,  Lagrange).  Auch  Schumacher  hat,  als  er  sich  gelegentlich 
(Briefwechsel  Gauß-S  chuma  eher ,  Bd.  I,  Altona  1860,  Brief  vom  5.  April 
1816,  S.  124)  mit  dem  agM.  beschäftigt  hatte,  als  erstes  Ergebnis  die  Formel  [12 1' 
gefunden.  Den  Zusammenhang  des  agM.  mit  dem  Ellipsen quadranten  hat  Gauß 
in  der  „Determinatio  attractionis"  (1818)  (Werke  III,  S.  354  oben)  und  in  der 
Anzeige  dieser  Abhandlung  (ebenda,  S.  360)  nach  andern  Methoden  abgeleitet. 
Vergl.  auch  die  aus  1800  stammende  nachgelassene  Abhandlung  über  das  agM. 
(YN'erke  III,  S.  261  ff.,  besonders  S.  373  die  Formel  für  cUI{x,ij)). 

2 
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K  =  — —  indem  sie  für  v  =  ^  —  1  aus    der   letzteren 

hervorgeht.  Daß  Grauß  diesen  Zusammenhang  nicht  aufzeichnet, 
läßt  sich  vielleicht  daraus  erklären,  daß  er  die  Schwierigkeit  ge- 
fühlt haben  mag,  die  beim  Einsetzen  des  auf  dem  Konvergenzkreise 
gelegenen  Wertes  v"  =  —  1  in  die  Reihe  [33]  auftritt  ^).  Die 
Identität  der  Reihenentwicklung  [25]  für  a  mit  der  lemniskatischen 
Periode  [26]  hat  Grauß  jedenfalls  aus  den  Inst.  calc.  integralis  von 
Euler  gekannt  (siehe  diese  I  §  336). 

Die    Aufzeichnung    [41]    gibt    eine  Darstellung   der   lemniska- 
tischen Periode   durch    den  Wert  der  Reihe  [33]  für  v^  =  -^,  bei 

dem  also  die  oben  erwähnte  Schwierigkeit  nicht  vorhanden  ist^). 
Diese  Aufzeichnung  rührt  jedenfalls  aus  der  Zeit  vor  1798  her, 
da  Grauß  sich  zur  Bezeichnung  der  lemniskatischen  Periode  noch 
des    Zeichens    U    bedient,    während    er    vom    Juli    1798    an    (in 

der  Scheda  Aa)  konsequent   diese  Größe  durch  -^  w  bezeichnet. 

Die  Vergleichung  von  [41]  mit  [33]  ergibt  ohne   weiteres    die 
Gleichung : 

(*)  {n  =^  =  ^'^  ^^  {^-  \/t)  =  ■^^^^^'  ^)- 

Nun  besagt  die  Tagebuchnotiz  98)   vom   30.  Mai  1799:    „Ter- 
minum  medium  arithmetico-geometricum  mter  1  et  v2  esse  =  — 


1)  Die  Reihe  [33]  stimmt  mit  F(c:  ß,  y,  x)  für  a  —  ß  =  —,  y  =  1,  x  =  v- 

überein.  Da  y  —  u  —  ß  =  0  >— 1  ist,  so  konvergiert  sie  für  jedes  von  1  verschie- 
dene X,  das  auf  dem  Einheitskreise  gelegen  ist,  und  divergiert  für  a?  =  1.  Wir 
bemerken  also  hier  die  ersten  Spuren,  die  zu  den  Untersuchungen  über  die  Kon- 
vergenz von  F(a,  ß,  y,  x)  für  |a;|  =  1  hinleiten.  Die  gedachte  Schwierigkeit  wird 
durch  den  sogen.  Ab  eischen  Satz  (Oeuvres  I,  S.  223)  gelöst. 

2)  Bei  einer   erneuten  Durchsicht   des  Leiste   hat  Herr  Brendel  bemerkt, 

daß  die  Zahlenrechnung,  die  zu  dem  in  [41]  M'iedergegebenen  Näherungswert  von 

2  JI 

führt  (in  [2ß]  steht  dieser  Wert  auf  fünf  Dezimalstellen)  mit  Hilfe  der  Reihe 


~-f^\ 


1     1.3       J_    1.3.5.7 

^  ^  yiTT"^  81  '4.4.8.8  "^ 


ausgeführt  worden  ist  Die  Herleitung  dieser  Reihe  aus  einer  IntegraklarstcUuug 
der  lemniskatischen  Periode  ist  auf  demselben  Blatte  des  Leiste  angedeutet.  Die 
Reihe  selbst  findet  sich  in  der  Tagebuchnotiz  91  a)  (Festschrift,  S.  28,  Math. 
Annalen,  57,  S.  20)  und  (vergl.  Art.  5,  S.  19)  auf  S.  7  der  Scheda  Ac  (Werke  HI, 
S.  423,  art.  [15]). 
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usque  ad  figuram  undecimam  comprobavimus ;    qua  re  demonstrata 
prorsus  novus  campus  in  analysi  certo  aperietur." 

Daraus  geht  hervor,  daß  Gauß  entweder  die  Gleichung  (*) 
zur  Zeit,  als  er  die  Aufzeichnung  [41]  in  Leiste  eintrug,  nicht  abge- 
leitet, oder  daß  er  sich  ihrer  und  überhaupt  der  Reihe  [33]  am 
80.  Mai  1799  nicht  erinnert  hat.  Ich  bin  geneigt,  das  letztere 
anzunehmen;  die  Gründe  für  diese  Auffassung  sollen  im  III.  Ab- 
schnitt im  Zusammenhang  mit  der  Frage  nach  der  Entstehungs- 
zeit  der  Leistenotizen  [1] — [41]  dargelegt  werden.  Wir  wenden  uns 
nun  zur  Erläuterung  der  Aufzeichnungen,  aus  der  Scheda  Ac, 
die  eine  neue  Epoche  in  der  Entwicklung  der  funktionentheore- 
tischen Arbeiten  von  Gauß  inaugurieren. 


5. 

Die  Aufzeichnungen  in  der  Scheda  Ac. 

Die  ersten  8  Seiten  der  Scheda  Ac  (begonnen  November  1799) 
enthalten  Aufzeichnungen  über  die  analytische  Geometrie  des 
Raumes  und  sphärische  Trigonometrie.  Nur  auf  S.  7  finden  sich 
zwischen  diesen  geometrischen  Notizen,  aber  in  sorgfältiger  Schrift 
und  von  Linien  eingerahmt,  drei  Zeilen,  mit  Reihenentwickelungen 

für  — ,  von  denen  die  erste  und  dritte  Werke  III,  S.  423,  art.  [15] 

abgedruckt  sind.     Die  erste  Entwicklung: 

05         r      / 1  \'   1       / 1      ^\'    1       / 1      3      5  \'    1  \  «  /T 


lYJ-T  +  lY-TJ-T  +  l¥-T-T;'¥  +  --7V 


stimmt  mit  der  in  der  Aufzeichnung  [41]  angegebenen  Reihe  über- 
ein.    Mit  der  S.  8  schließen   die    geometrischen  Betrachtungen  ab 

und  es   folgen  auf  S.  9  zunächst    zwei  Reihen   für ,     von 

denen  die  zweite  Werke  III,  S.  423,  art.  [15]  abgedruckt  ist.    Dann 

folgt  die  Aufzeichnung  [42],  [43],    [44];    zu    diesen  Entwicklungen 

dürfte  Gauß  durch  Untersuchungen,  die  der  theoretischen  Astronomie 

angehören,  veranlaßt  worden  sein.    In  [42]  bedeutet  c  den  Kosinus  eines 

Winkels,  c2,  (?3,  . .  die  Kosinus  seiner  Vielfachen.   Bemerkenswert  ist 

die  elegante  Kettenbruchentwicklung  für  den  Quotienten  der  beiden 

A' 
ersten  Koeffizienten  —r-.     Dieser  Quotient,    der    auch   in    der  Auf- 

Zeichnung  [61 1 — [64]  betrachtet  wird,  steht  wie  z.  B.  die  Entwick- 
lungen [64]  zeigen,  in  engem  Zusammenhang  mit  der  in  Leiste  vor- 

2* 
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kommenden  Funktion  M  (vergL  insbesondere  [22]  und  [9])  ^).  Der 
Zusammenhang  dieser  Entwicklungskoeffizienten  mit  dem  agM.  wird 
in  wenig  abweichender  Form  [59],  [60]  hervorgehoben.  Die  Un- 
sicherheit im  Operieren  mit  dem  imaginären  Argument  scheint 
G  a  u  ß  damals  noch  nicht  ganz  überwunden  zu  haben. 

Während  die  bisher  betrachteten  Notizen  über  das  agM.  vor- 
wiegend formaler  Natur  waren,  führen  die  Notizen  [45] — [56]  in 
die  Tiefen  dieser  Theorie  ein-).  Auf  den  Weg,  der  Glauß  zu  der 
wichtigen  Quotientendarstellung  [45],  [46]  geführt  haben  mag,  wirft 
die  Gleichung  [50]  ein  helles  Licht,  wenn  man  sie  mit  den  Leiste- 
formeln [1] — [6]  vergleicht.  Wir  rekonstruieren  diesen  Weg  wie 
folgt:  Gauß  sucht  (vergl.  [45])  das  Verhalten  der  Funktion 
M{l,x),  die  er  mit  Mx  bezeichnet,  für  ins  Unendliche  wachsendes  x 
zu  erforschen.  Dieses  Verhalten  wird  in  erster  Annäherung  durch 
die  Gleichung 


1  % 

(**)  lim   —  lf(l,  x)  log  4:x  = 


X        -    '      -  2 


gegeben.  Diese  Gleichung  kommt  zwar  in  den  hier  zu  besprechenden 
Aufzeichnungen  nicht  explizite  vor,  sie  liegt  aber,  wie  wir  sehen 
werden,  der  Quotientendarstellung  [45]  zugrunde  und  spielt  auch 
in  späteren  Entwicklungen  von  Gauß  zum  agM.  ^)  eine  wichtige 
Rolle.  Über  die  Art,  wie  Gauß  sie  abgeleitet  hat,  gibt  auch  jene 
spätere  Entwicklung  keinen  Aufschluß,  vermutlich  hat  ihm  aber 
dabei  die  mehrfach  erwähnte  Euler  sehe  Abhandlung  „Animad- 
versiones  etc."  als  Wegweiser  gedient.  In  dieser  Abhandlung 
untersucht  nämlich  Euler  das  Verhalten  des  Ellipsenquadranten  q, 
wenn  die  große  Achse  den  konstanten  Wert  1  behält  und  die 
Ideine  Achse  p  sich  der  Null  annähert.  Zunächst  ergibt  sich  das 
auch  geometrisch  evidente  Resultat,  daß 

lim  q  =  1 

p=  0 

sein  muß;  aber  der  Ansatz 

q  =  1+Aj)  +  A,ir+---' 
führt  auf  unendlich  große  Werte  der  Koeffizienten  ^1„  A^,  ■  -  ■   ■ 


1)  Man  vergl.  auch  Gauß  Werke  III,  S.  371,  und  Gauß» ScLuma  eher 
Briefwechsel,  I,  S.  125;  ferner  die  allgemeinen  Formeln,  Werke  III,  S.  128,  129, 
(disqu.  circa  seriem  etc.  1812). 

2)  Herr  Kl  ein  hat  die  Notizen  [45],  [46],  [52]— [55],  [59]  in  einer  Anmer- 
kung zu  den  Tagehuchaufzeichnungen  100) — 102)  veröfi'cntlicht. 

.    3)  Werke,  Bd.  III,  S.  377;  381—382. 
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Die  Betrachtung  der  linearen  DifFerentialgleichung  zweiter  Ordnung, 
der  q  als  Funktion  von  p  genügt  (a.  a.  0.  S.  147): 

leitet  Euler  zu  dem  Ansatz   (a.  a.  0.  S.  155) 

q  =  l+Äp'  +  Bp'+     --{jP"  +  ßl>" +■■■■)  ^ogp, 

für  den  sich  durch  Einsetzen  in  die  Differentialgleichung  die 
Koeffizienten  bestimmen  lassen,  bis  auf  A,  das  unbestimmt  bleibt, 
wie  es  nach  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  bei 
diesem  Ansatz  sein  muß.  Für  dieses  A  findet  Euler  zunächst 
durch   numerische  Rechnung  induktiv  den  Wert 

A  =  log  2-^, 

den  er  dann  durch  Vergleichung  des  Ellipsenbogens  mit  einem 
Parabelbogen  verifiziert.  Inder  vonBorchardt  ausgearbeiteten 
und  im  Bd.  1  der  Werke  Jacobis  auszugsweise  abgedruckten 
Vorlesung  von  J  a  c  o  b  i ,  wird  ^)  die  E  u  1  e  r  sehe  Methode  auf  das 
Integral  erster  Gattung  angewandt.  In  einer  jetzt  in  meinem 
Besitz  befindlichen  Abschrift  jener  Bor  char  dt  sehen  Ausarbei- 
tung ,  die  von  dem  abgedruckten  Texte  nicht  unbeträchtlich  ab- 
weicht, lautet  die  betreffende  Stelle  (mit  unwesentlicher  Abände- 
rung in  den  Bezeichnungen  der  Formel)  wie  folgt : 
„Man  erhält  als  Endwert  für  ^c  ^  0 

lim    -^  ft- '^  =  1^). 

J        v/1  _  n  _  v^  s  n'  f» 


-/  =  0 


loi 


\/l-(l-x^)sin> 


Dieses  Resultat  hat  zuerst  Euler  gefunden  und  veröffentlicht  in 
dem  Werke  Opuscula  varii  argumenti,  welches  man  häufig  auf 
Auktionen  bekommt;  es  findet  sich  auch  im  Legendr e  [Exercices 
de  calcul  integral  I,  1811,  §  72 ff.].  Die  Schwierigkeit  seiner  Her- 
leitung bestand  nicht  in  der  Form  des  Resultats,  da  man  schon 
lange  wußte,  daß  man  bei  solchen  Entwicklungen,  welche  Potenzen 
enthalten,  auch  einen  logarithmischeu  Term  beifügen  muß;  ja  man 


1)  Jacobi,  Werke  I  (1880),  S.  522—525. 

4 

2)  Bei  Jacobi  lautet  diese  Gleichung:  K'  =  log  — . 
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konnte   in   unserem    Falle    sogar   leicht  finden,    daß   der  Endwert 

=  log  —  war,  aber  der  numerisclie  Wert  von  n  war  sehr  schwer 

zu  ermitteln,  was  man  bei  Legendre  nachsehen  kann,  der 
zwar  den  Wert  «  =  4  findet,  aber  keinen  stringenten  Beweis 
dafür  gibt." 

Wie  man  sofort  erkennt,  ist  die  Gleichung  |5|  der  oben  an- 
gegebenen Gleichung  (**)  äquivalent.  Gauß  kann  nun  zur  Her- 
leitung der  letzteren  Gleichung  verschiedene  Wege  eingeschlagen 
haben.  Da  er  die  Beziehung  zwischen  dem  agM.  und  dem  Ellipsen- 
quadranten gekannt  hat  (siehe  [11],  [12]),  so  kann  er  erstens  die 
Gleichung  (**)  bezw.  die  Gleichung 

(***)  lim  M{1,  p)  log  i-  =  -J 

in  folgender  Weise  direkt  aus  dem  Euler  sehen  Resultat  abge- 
leitet haben.  Nehmen  wir  a  =  1,  so  folgt  aus  den  Formeln  [11]' 
und  [35],  wenn  man  v'-  =  1—if  setzt,  die  Gleichung 


also 


Nun  ist  nach  Euler  (a.  a.  0.  S.  155) 

2  =  1  +  (log  2  -  -^)  /  -^f  log  p  -t-i/  [...], 

0  =  (21og2-l)i)-i.logi)-f-2/[...] 


nnd 


^     ^'^^  +g  =  21og2-logi>+pM..], 


p      dp 

woraus  die  Gleichung  (***)  ohne  weiteres  hervorgeht.  Daß  Gauß 
diese  Herleitung  angewandt  hat,  ist  darum  sehr  wahrscheinlich, 
weil  sie  sich  an  die  in  Leiste  aufgezeichneten  Formeln  so  zu  sagen 
unmittelbar  anknüpfen  läßt. 

Ein  zweiter  Weg  wäre  der,  daß  Gauß  das  von  Euler  für 
den  Ellipsenquadranten  vorgezeichneten  Verfahren  auf  das  agM. 
bezw.  auf  die  Funktion  K{v)  übertragen  hätte;  auch  dafür 
standen  ihm  alle  erforderlichen  Mittel  zur  Verfügung,  indem  er 
aus  den  Differentialrelationen  [37]  nur  die  lineare  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  für  K{v)  herzuleiten  brauchte,  um 
Schritt    für    Schritt    dem   Vorgange    Eulers    folgen    zu    können. 


Zu  Gauß'  Arbeiten  über  das  arithm.-geometr.  Mittel.  23 

Man  könnte  drittens  annehmen,  daß  Gauß  (vergl.  die  oben  wieder- 
gegebene Bemerkung  J  a  c  o  b  i  s)  nach  der  Analogie  des  E  u  1  e  r  sehen 
Resultats  erraten  hat,  daß 

lim  il/(l,i))log  — 
p  =  0  1> 

für  einen  gewissen  Wert  von  n  einem  endlichen  Grrenzwert  C  zu- 
strebt, und  daß  er  dann  durch  numerische  Induktion  die  Werte 
von  n  und  C  gefunden  hat.  Diese  Auffassung  würde  durch  die 
Formel  [46]  gestützt  werden,  die  einen  Näherungswert  für  C  ent- 
hält. — 

Jedenfalls  können  wir  sagen ,  daß  alle  Indizien  dafür 
sprechen,  daß  Grauß  das  Verhalten  von  31(1,  x)  für  große 
Werte  von  x  auf  einem  Wege  erforscht  hat,  der  ihm 
durch  die  Euler  sehe  Abhandlung  „Animadversiones 
etc."  vorgezeichnet  war. 

6. 

Fortsetzung. 

Der  weitere  Fortgang  von  Gauß'  Untersuchungen  liegt  jetzt 
klar  zu  Tage. 

Es  ist  nach  der  Formel  [3]  in  Leiste 

[3]'  JB  =  4^-16,5^-56^^ ; 

setzt  man  hierin 


JB 

so  kommt  die  Formel 

\Kr\V                      ^  -  - 

1 

=    x^   '  = 

1 

1 

[ouj                      ■^  ~    4 

16        56 

160 

l 

h'          h' 

ä' 

zum  Vorschein,    die  mit   [50]   übereinstimmt;    wir    haben   nur    der 
Deutlichkeit  wegen  5  an  Stelle    des    von   Gauß   benutzten   2   ge- 
schrieben,   weil  später  in  [58]  und  von  [67]  an  2  in  derselben  Be- 
deutung wie  in  Leiste  benutzt  wird. 
Aus  [50 1'  ergibt  sich  (vergl.  [49]) 

log  ä  =  log(4^--^--|-^ -.••), 

so  daß  die  Gleichung  (**)  auch  in  der  Form 

lmi^M{l,x)logi  =  C 

X    =  00     '*' 
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geschrieben  werden  kann.     Dies  veranlaßt  nun  zu  setzen 

log  3 

die  Koeffizienten  a,  ß,  .. .  lassen  sich  numerisch  bestimmen,  was  Gauß 

mit  seiner  in  solchen  Dingen   bewährten  Meisterschaft   ausgeführt 

haben  wird.    Die  Werte  stehen  in  [46].    Nun  macht  Gr  a  u  ß  die  „Obser- 

vatio"  [48 1.     Diese  leitet  ihn  zu  der  Vermutung,    daß    der  Zähler 

„omisso  factore  C"  auch  allgemein   ein  agM.  sein  könnte,    und  da 

der  reziproke  Wert  des  agM.  leichter  traktierbar    ist    (vergl.   die 

Entwicklung  [33],  ferner  [44])  als  das  agM.  selbst,  so  setzt  er  [52] 

C 
den  Zähler  =  —  und  findet  für  Q  die  Entwicklung  [53 1,  aus  der 

er  [54]  erschließt.  Nun  macht  er  ähnlich  wie  in  Leiste  [26]  den 
Übergang  zur  Integraldarstellung,  schreibt  aber  zunächst,  wohl 
infolge  eines  Rechenfehlers,  vielleicht  auch  durch  die  Voreinge- 
nommenheit für  das  elliptische  Integral  zweiter  Gattung  verführt ') 
das  unrichtige 


/\/^ 


dr 


das  er  erst  später  (mit  ersichtlich  anderen  Schriftzügen  und  anderer 
Tinte)  berichtigend  durch  das  Integral  erster  Gattung  ersetzt. 
Die  Reihenentwicklung  [53]  verglichen  mit  [33 j,  oder  auch  [54]  in 
Verbindung  mit  [44],  lassen  ihn  jetzt  Q  als  agM.  erkennen,  was  in 

[56]  ausgesprochen  ist.     „Numerator  pro  -y-"  bedeutet  dort  soviel, 

wie  der  Zähler  des  Ausdrucks  in  [45]  für  x  =  -y.    Das  „demonstr," 

deutet  darauf  hin,  daß  es  sich  um  den  Beweis  einer  Vermutung 
handelte  (vergl.  oben),  die  unerklärliche  Buchstabenverbindung 
(verschnörkelte   Majuskeln)    erinnert   an   das   „vicimus  GEGAX" 

1)  Für  Gauß  hatte  das  Integral  erster  Gattung  mir  im  lemuiskatischeii  Fall, 
wo  ihm  eine  geometrische  Bedeutung  zukommt,  eine  a  priori  feststehende  Wich- 
tigkeit. Im  allgemeinen  Falle  trat  es  gegenüber  dem  den  Ellipseubogeu  dar- 
stellenden Integrale  II.  Gattung  ganz  zurück.  Eigentlich  kannte  Gauß  es  nur  von 
dem  Additionstlieorem  Eulers  her.  Dieses  Theorem  für  das  allgemeine  ellip- 
tische Integral  I.  Gattung  hat  G  a  uß  an  mehreren  Stellen  des  handschriftlichen  Nach- 
lasses aufgezeichnet,  z.  B.  bei  S.  48  des  Leiste,  dann  Scheda  Ac.  S.  30  (mit  Zitat : 
L  a  g r  a  n  g  e ,  Theorie  des  fonctions,  p.  82)  und  S.  33.  Die  Angabe  P.Günthers, 
Göttinger  iNacliriditen  1894,  S.  100,  dies  sei  nicht  der  Fall,  die  auf  der  alleinigen 
Kenntnis  der  von  Sclie ring  herausgegebenen  Teile  des  Nachlasses  beruhte,  be- 
darf hiernach   einer  Berichtigung. 
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der  Tagebuchnotiz  43)  vom  21.  Oktober  1796.  Die  jetzt  gewonnene 
Einsicht,  daß  der  reziproke  Wert  des  agM.  das  vollständige  Inte- 
gral erster  Grattung  ist,  nicht  nur  im  lemniskatischen,  sondern  auch 
im  allgemeinen  Falle,  muß  als  ausschlaggebend  dafür  angesehen 
werden,  daß  Gauß  seine  Aufmerksamkeit  von  nun  ab  dem  allge- 
meinen elliptischen  Integral  I.  Gattung  als  der  genuinen  Verall- 
gemeinerung des  lemniskatischen  Integrals  zuwendet.  Die  alte 
Vorliebe  für  die  „Peripheria  Ellipseos"  tritt  aber  in  [58]  noch  ein- 
mal hervor,  wo  er  (vergl.  oben)  die  Eormel  [4]  aus  Leiste  nach- 
rechnet und  berichtigt.  Auch  an  späteren  Stellen  der  Scheda  Ac, 
inmitten  der  allgemeinen  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  findet 
sich  noch  öfter  die  „Peripheria  Ellipseos"  (vergl.  auch  die  Tage- 
buchnotiz 111)  vom  10.  Juni  1800). 

Mit  der  Formel  [58]  ändert  sich  die  Bedeutung  des  Buch- 
staben s;  von  nun  ab  ist  s  der  reziproke  Wert  der  in  [49]  mit 
demselben  Buchstaben  bezeichneten  Größe  (unseres  ^),  hat  also 
dieselbe  Bedeutung  wie  in  den  Formeln  des  Leiste.  Nach  einigen 
Zwischenrechnungen,  die  zeigen,  daß  Gauß  noch  immer  mit  dem 
Imaginären   kämpft^),    drückt    Gauß  in    [67]    die    Größe  ^    durch 

s  :=  —  aus;    dabei    hat  s   dieselbe  Bedeutuno;   wie   das  B  in  der 

Leisteformel  [3],  so  daß  also  [67]  durch  Inversion  der  berich- 
tigten   Reihe    [3]    bezw.    der    in    [50]'    auftretenden    Reihe,    für 

X  =  — ,    ä  =  —  hervorgeht.     Nun  bildet    er    die  Funktion  P{s), 

die  nach  der  Reihenentwicklung  [71]  (vergl.  [33]  in  Leiste)  und 
nach  [72]  (vergl.  [35]  in  Leiste)  durch  die  Gleichung' 

P2J'  mis/T^)=-^ 

definiert  werden  kann.  Der  in  [72]  benutzte  Buchstabe  e  hat 
nämlich  die  Bedeutung  \/l  —  6' ,  wobei  man  etwa  an  cosinus  oder 
an  die  Gauß  geläufige  Bezeichnung  c  =  Sja^  —  h'^  für  «  =  1, 
5  =  5  zu  denken  hat.  Setzt  man  in  die  Reihe  [71]  für  5 
seinen  Ausdruck  aus  [3]  bezw.  [50]' 

[50]"  s  =  4:3-  16..-'  -  56.?'  -  16^  V 

ein,  so  ergibt  sich  für  F{s)  die  Darstellung  [68],  deren  Umformung 


1)  So  betrachtet  er  [65]  nebeu  J/(siu  cp)  auch 
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in  die  Summe  von  zwei  Quadraten  [69]  sehr  nahe  liegt.  Die 
Gleichung  [70]  dürfte  Grauß  dann  mit  Hilfe  der  ihm  bekannten 
Formel  (Leiste  [6]) 

[6]'    sP{s)  =  s  +  ^s^+\-^s^+---  =  (2^^ +  2.-^  +  ...)^ 

abgeleitet  haben.  Die  Formel  [73]  und  die  ihr  äquivalente  [74] 
(in  der  letzteren  hat  c  wieder  die  Bedeutung  sjl  —  s^)  sind  nun 
nichts  anderes  als  die  Quotientendarstellung  aus  [45]  in  den  neuen 
Bezeichnungen;  wir  können  sie  in  der  Form 

schreiben,  und  wollen  nun  noch  die  Verifikation  der  Gleichungen 
[69],  [70],  [73]  nach  den  Gesetzen  des  agM.  hierhersetzen. 

Wir  nehmen 

a  =  1,  h  =  Sjl^^,  c  =  s  =  B, 
dann  gibt  die  Leisteformel  [6] 

Nun  ist  (vergl.  (12)) 

M  (fl„,  6J       il/(«,  h) 
ferner  (vergl.  (5)) 

(18)  2'^if/(«„,  O  =  M{a,  c). 
Vergleicht  mau  die  letztere  Gleichung  mit 

(19)  log  /^"^  =  2"  log  s, 
so  erhält  man 

log  P"^  M(a^,  cj  =  log  ^  •  M{a,  c) 
oder 

(20)  log  ß'hlil,  -^j"^  .  ^^  =  log  .  ■  i*^^^ 

Läßt   man   in   dieser   Gleichung   den   Index  n   ins  Unendliche 
wachsen  und  beachtet,  daß 
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lim  r„  =  0,  lim  z^^^^  =  0,  lim  f/„  =  M  {a,  h), 

n  n  n 

lim  Mil,  p)  log  —  =  -^ 

ist,   so  folgt  mit  Rücksicht  auf  (17) 

,  %     M{a,  h) 

iog  ^~  -  -Y"M{^' 

was  mit  [73]'  übereinstimmt.  Die  Gleichungen  [69],  [70]  ergeben 
sich  jetzt  direkt  aus  den  Formeln  (12)  für  n  =  2,  wenn  man  be- 
rücksichtigt, daß  die  durch  die  Gleichung  (7)  definierte  Größe  y 
gleich  ^^  ist.  Wir  bemerken,  daß  wir  bei  dieser  Verifikation  nur 
solche  Hilfsmittel  benutzt  haben,  über  die  Gauß  zu  der  Zeit,  wo 
er  die  in  Rede  stehenden  Aufzeichnungen  schrieb ,  sicher  ver- 
fügt hat. 

Wir  sehen,  daß  sich  Gauß  durch  diese  Untersuchungen  in  den 
vollen  Besitz  der  Theorie  des  agM.  gesetzt  hat.  Während  er 
im  Leiste  nur  die  Beziehung  des  agM.  zu  der  Reihe 

2z^  +  2s^  +  -■■ 
gekannt  hat,  tritt  jetzt  noch  die  Beziehung  zu  der  Reihe 

l+2^*-t-2^''  +  --. 

hinzu ;  ferner  findet  er  an  Stelle  der  im  Leiste  nur  in  formaler  Weise 
(durch  Reihenentwicklung)  gegebenen  Definition  von  z  jetzt  die 
genuine  Darstellung  [73]'  dieser  Größe  durch  das  agM.,  endlich 
eröffnet  ihm  der  Zusammenhang  zwischen  agM.  und  dem  vollstän- 
digen elliptischen  Integral  erster  Gattung  den  Zugang  zu  der  all- 
gemeinen Theorie  der   elliptischen  Funktionen,    indem   die  Formel 

2 
[73J'  die  Größe log  z    direkt    durch   den   Periodenquotienten 

7t 

darstellt '). 

Die  auf  diese  Theorie  bezüglichen  xA.ufzeichnungen  der  Scheda 
Ac  liegen  nicht  mehr  im  Rahmen  dieses  Aufsatzes ;  dagegen 
möge  noch  mit  wenigen  Worten  auf  die  Bedeutung  der  mit  der 
Formel  [75]  beginnenden  Aufzeichnung  hingewiesen  werden,  die, 
wie  bereits  bemerkt,  in  Band  III  der  Werke  S.  423 — 425  abge- 
druckt ist^). 


1)  Das  Gauß  'sehe  z  ist  nicbts  anderes  alsj^das  J  a  c  o  b  i  sehe  \Jq. 

2)  Der  Abdruck  ist  im  ganzen    dem  Original    entsprechend,    obgleich   nicht 
philologisch  genau.     In  der  ersten  Formel    findet    sich   jedoch    ein    sinnstörendes 
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In  [66]  setzt  Gauß  für  3/(1.  sin  qp)  eine  trigonometrische  Reihe 
an.  Er  scheint  sich  aber  überzeugt  zu  haben,  daß  es  zweck- 
mäßiger sei,  den  reziproken  Wert  zu  entwickeln,  und  findet,  daß 
die  Koeffizienten  dieser  Entwicklung  in  einfacher  Weise  von  der 
lemniskatischen  Periode  abhängen.     Insbesondere  erweist  sich  das 

absolute    Glied    jN'  gleich  2  — ^ ,     ein     Resultat ,     das     mit     dem 

Werke  III,  S.  441,  art.  [5]  ausgesprochenen  Theorem  (das  Gauß 
daselbst  als  „zu  den  Hauptsätzen  dieser  Theorie"  gehörig  bezeich- 
net) im  Zusammenhang  steht.  In  der  Formel  für  den  Maximal- 
wert der  dort  betrachteten  Funktion  q)u  bedeutet  nämlich  (ö  die 
lemniskatische  Periode. 


Dritter  Abschnitt. 
Über  die  Entstehungszeit  der  Fragmente. 

Auf  den  Durchschußblättern  des  Leiste  sind  erstens  in  fort- 
laufender Reihenfolge  eingetragen  „reguläre"  Aufzeichnungen,  die 
sich  auf  verschiedene  Gegenstände  der  Analysis  und  Zahlentheorie 
beziehen  und  im  Ganzen  mit  den  aus  den  Jahren  1796  bis  1797 
herrührenden  Tagebuchnotizen  correspondieren.  Dazu  kommen 
zweitens  „irreguläre"  Eintragungen,  deren  Abfassungszeit  einer 
besonderen  Untersuchung  bedarf.  Da  die  Tagebuchnotizen  der 
späteren  Jahre  (es  kommen  hier  nur  die  aus  den  Jahren  1798  bis 
1799  in  Betracht)  mit  den  „regulären"  Leisteaufzeicbnungen  in 
keinem  Zusammenhang  stehen,  ist  der  Ausspruch  von  Herrn 
Klein:  „Die  Aufzeichnungen  in  Leiste  gehen  im  Allgemeinen 
nicht  über  das  Jahr  1797  hinaus"  (Anmerkung  zur  Tagebuch- 
notiz 91  a),  Festschrift  S.  28)  durchaus  gerechtfertigt. 

Die  oben  abgedruckten  Leisteaufzeichnungen  beginnen  bei 
Seite  25.  Da  die  den  Tagebuehnotlzen  von  1796  entsprechenden 
Leistenotizen  nur  etwa  bis  zu  der  Seite  16  reichen,  so  ergibt  sich  also 
als  untere  Zeitgrenze  für  alle  Aufzeichnungen  [1] — [41]  das  Jahr 
1797.  Die  auf  die  lemniskatische  Periode  bezüglichen  Aufzeich- 
nungen [23]  — [28]  stehen  auf  einer  bc-onderen  Seite  und  schließen 
sich  auch  in  Ansehung;    der  Schrift   den    in   fortlaufender  Reihen- 


Versehen,  indem  S  e  h  e  r  i  n  g  statt  des  auf  der  rechten  Seite  von  [75]  stehenden 

Ausdrucks  P  cos  qp.  gesetzt  hat  -^tt-t '    während    es    nacli    [72]    heißen 

ilf  (1,  cos  qp) 

1 

müßte  -,-p7, : . 

il/(l,  sm  qp) 
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folge  eingetragenen  „regulären"  Aufzeichnungen  an ;  sie  sind  also  mit 
Sicherheit  auf  das  Jahr  1797  anzusetzen.  Daß  die  Aufzeich- 
nung [41]  vor  Juli  1798  gemacht  ist,  wurde  schon  oben  (S.  18j 
bemerkt. 

Weitaus  schwieriger  liegt  die  Zeitbestimmung  für  die  Notizen 
[1] — [22]  und  [29]  — [40],  die  zu  den  „irregulären"  Eintragungen 
gehören.  Diese  sind  mit  ersichtlich  späterer  Schrift  und  Tinte 
anf  zerstreuten  Stellen,  die  bei  den  regulären  Aufzeichnungen  un- 
beschrieben geblieben  waren,  eingetragen  und  man  ist  für  die  Be- 
stimmung ihrer  Entstehungszeit  teils  auf  ihren  Inhalt  und  ihre 
Form,  teils  auf  ihren  Zusammenhang  mit  anderen,  sicher  zu  datie- 
renden Aufzeichnungen  angewiesen. 

Zunächst  ist  ihre  Form  durchaus  fragmentarisch,  sie  zeigen 
zahlreiche  Schreib-  und  Eechenfehler  ivergleiche  z.  B.  [9],  [11],  [3], 
[4])  und  Incünsequenz  in  der  angewandten  Bezeichnung  (JI,  L  in 
verschiedenen  Bedeutungen,  vergl.  oben  S.  14).  Wahrscheinlich 
haben  wir  in  diesen  Notizen  nicht  erste  Aufzeichnungen  vor  un-, 
sondern,  wenigstens  zum  Teil,  Auszüge  aus  älteren  für  uns  wohl 
verlorenen  Notizen.  Daß  solche  ältere,  aus  der  Zeit  vor  1797 
stammenden  Notizen  existiert  haben,  ist  unzweifelhaft,  da  ja 
(vergl.  oben)  (lauß  sich  seit  1791  mit  dem  agM.  beschäftigt  hat; 
auch  hat  die  Angabe,  daß  er  1794  den  Zusammenhang  des  agM. 
mit  den  Reihen,  deren  Exponenten  die  Quadratzahlen  sind,  gekannt 
habe,  sehr  große  innere  Wahrscheinlichkeit. 

In  Bezug  auf  den  Inhalt  der  in  Rede  stehenden  Leisteauf- 
zeichnungen gibt  das  Tagebuch  von  1797  nur  den  einen  Anhalts- 
punkt, daß  Grauß  sich  um  den  16.  Februar  1797  mit  den  Reihen, 
deren  Exponenten  eine  arithmetische  Reihe  zweiter  Ordnung  bilden, 
beschäftigt  hat.  Die  Frage,  ob  die  rätselhaften  Tagebuchnotizen 
42),  43)  vom  Oktober  1796  etwa  mit  der  Theorie  des  agM.  zu- 
sammenhängen könnten,  kommt  für  die  Datierung  unserer  Frag- 
mente unmittelbar  nicht  in  Betracht,  da  diese  frühestens  1797 
eingetragen  sein  können.  Übrigens  ist  es  nicht  unmöglich,  daß 
zwischen  dem  GrEGrAN  der  Tagebuchnotiz  43)  und  dem  GALEN 
der  Scheda  Ac-Auf Zeichnung  [56]  eine  Beziehung  besteht  (vergl. 
oben  S.  24),  daß  also  die  Tagebuchnotizen  42),  48)  tatsächlich  auf 
eine  Entdeckung  über  das  agM.  zu  deuten  sind.  Ausdrücklich  wird 
das  agM.  im  Tagebuch  zuerst  in  der  oben  wiedergegebenen  Notiz 
98)  vom  30.  Mai  1799  erwähnt;  hiermit  steht  wohl  die  Tatsache 
im  Zusammenhange,  daß  sich  auf  einer  der  letzten  Seiten  der 
Scheda  Aa  (die  Gauß  im  Juli  1798  begonnen  hat  und  bis  zu  An- 
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fang  des  Jahres  1799  benutzt  zu  haben  scheint)  in  tändelnder 
Schrift  die  Worte  „Medium  Arith.  G."  finden. 

Ob  Gauß  sich  im  Sommer  1799  mit  dem  am  30.  Mai  1799 
aufgeworfenen  Problem  weiter  beschäftigt  hat,  wissen  wir  nicht; 
jedenfalls  berichtet  das  Tagebuch  nichts  darüber  und  die  einzige 
Kotiz  99)  vom  September  1799  bezieht  sich  auf  „bedeutende  Fort- 
schritte  in   den   Prinzipien    der    Geometrie".     Erst    im  November 

1799  heißt  es  (Notiz  lüO) :  Circa  terminos  medios  arithmetico-geo- 
metricos  multa  nova  deteximus."  Im  November  hat  Gauß  auch 
die  Scheda  Ac  begonnen,  und  in  der  Tat  stimmen  die  Tagebuch- 
anfzeichnungen  100)  - 102)  vollständig  mit  den  Aufzeichnungen 
[42J  — [56]  der  Scheda  überein  und  zwar: 

100)  und  der  erste  Satz  von  101)  „Medium  arithmetico-geome- 
tricum  tamquam  quotientem  duarum  functionum  transcendentium 
repraesentabile  esse  iam  pridem  inveneramus"  mit  [43] — [51];  diese 
Notizen  sind  also  im  November  in  Braunschweig  geschrieben; 

der  zweite  Satz  von  10 1)  „nunc  alteram  harum  functionum 
ad  quantitates  integrales  reducibilem  esse  deteximus"  mit  [52] — [55] ; 
diese  Notizen  sind  also  schon  im  Dezember  in  Helmstedt  geschrieben ; 
bei  [52]  beginnt  ersichtlich  andere  Tinte; 

endlieh  102)  „Medium  arithmetico-geometricum  ipsum  est  quan- 
titas  integralis"  mit  [56]. 

Die  Entstehungszeit  der  folgenden  Aufzeichnungen  [57]  if.  ist 
auf  die  Zeit  vor  dem  1.  Mai  1800  zu  setzen,  denn  die  vom  1.  Mai 

1800  an  gemachten  Tagebuchnotizen  106)  ff.  stehen  wieder  mit  den 
späteren  Notizen  der  Scheda  Ac  in  Übereinstimmung. 

Nachdem  so  die  Abfassungszeit  der  Notizen  [23] — [28],  [41], 
[42]  ff.  festgestellt  ist,  kehren  wir  zur  Beantwortung  der  Frage  zu- 
rück, wann  die  irregulären  Leisteaufzeichnungen  [1] — [22],  [29] 
— [40]  entstanden  sind. 

Diese  Notizen,  für  die  vorher  als  untere  Zeitgrenze  1797  fest- 
gestellt wurde,  müssen  Gauß  vorgelegen  haben,  als  er  die  Notizen 
[58]— [74]  der  Scheda  Ac  verfaßt  hat.  Denn  die  Formel  [58]  knüpft 
unmittelbar  an  die  Leisteformeln  [1] — [6]  an,  und  sowohl  [58]  als  auch 
[07] — [70]  enthalten  die  Größe  z  in  derselben  Bedeutung  wie  jene 
Leisteformeln.  Wir  erhalten  somit  als  obere  Zeitgrenze  für  die 
Eintragung  der  Leisteformeln  [1] — [22]  und  [29] — [40],  die  eng  zu 
einander  gehören,  den  Anfang  des  Jahres  1800.  —  Diese  Leiste- 
formeln enthalten  nun  wesentlich  drei  Elemente : 

1)  Die  Beziehung  des  agM.  zum  Ellipsenquadranten, 

2)  die  Beziehung  des  agM.  zu  den  Reihen,  deren  Exponenten 
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die  Quadratzahlen  sind  und  die  dadurch  bedingte  Einführung  der 
Gröi5e  ^, 

3)  die  Reihenentwicklung  von  K  nach  positiven,  ganzen  Po- 
tenzen von  i^  (siehe  [2],  [6J,  [15],  [33]),  die  den  ganzen  Notizen  gleich- 
sam als  Unterbau  zu  Grunde  liegt. 

Die  beiden  ersten  Elemente  muß  Gauß  gekannt  haben,  als  er 
die  Aufzeichnung  [45] — [51]  machte;  denn  er  kann  die  Formel  [45] 
nicht  hergeleitet  haben,  ohne  einen  Zusammenhang  zwischen  dem 
agM.  und  einem  vollständigen  elliptischen  Integral  zu  kennen.  Da 
er  aber  den  Zusammenhang  mit  dem  Integral  erster  Gattung  da- 
mals sicher  nicht  gekannt  hat,  so  muß  er  den  Zusammenhang 
mit  dem  Integral  zweiter  Gattung  gehabt  haben ;  die  Größe  z 
bezw.  ihr  reziproker  Wert  kommen  in  den  Aufzeichnungen  [49], 
[50]  direkt  vor. 

Dagegen  kann  Gauß  das  Element  3)  weder  am  30.  Mai  noch 
am  14.  Dezember  1799  gegenwärtig  gehabt  haben,  denn  sonst  müßte 
er  auf  Grund  der  Reihenentwicklung  für  K  am  30.  Mai,  wie  oben 

(S.  18)    gezeigt   wurde,    die  Identität   von  M{\j2, 1)  mit  -3-  direkt 

ersehen  und  am  14.  Dezember  aus  der  Entwicklung  [53]  für  Q 
ebenso  direkt  die  Identität  [56]  gefolgert  haben,  die  er  doch  erst 
neun  Tage  später  als  neue  Entdeckung  im  Tagebuch  notiert. 

Da  das  Element  3)  sich  durch  die  ganzen  Leistenotizen 
[1]— [22]  und  [29]— [40]  hindurchzieht,  kann  also  Gauß  diese  No- 
tizen keinesfalls  im  Jahre  1799  bis  zum  14.  Dezember  oder  kurz 
vor  1799  geschrieben  haben,  da  er  sich  ihrer  sonst  am  30.  Mai 
bezw.  am  14.  Dezember  erinnert  haben  müßte;  es  kann  sich  also 
auch  die  Tagebuchaufzeichnung  100)  nicht  auf  diese  Leistenotizen 
mitbeziehen.  Andererseits  können  die  Notizen  auch  nicht  nach 
dem  23.  Dezember  1799  geschrieben  sein,  denn  sonst  müßten  sie 
eine  Spur  der  in  der  Tagebuchnotiz  102)  bezeichneten,  von  Gauß 
so  hoch  geschätzten  Entdeckung  zeigen.  Da  Gauß  nun  die  in 
den  Leistenotizen  enthaltenen  Elemente  1),  2)  im  November  1799, 
als  er  die  Notizen  [45]— [51]  machte,  notwendig  gegenwärtig  ge- 
habt haben  muß,  so  muß  er  diese  Elemente  aus  anderen  Aufzeich- 
nungen geschöpft  haben,  die  nichts  anderes  sein  können,  als  die 
schon  erwähnten,  für  uns  verlorenen  Uraufzeichnungen.  Diese  uns 
unbekannten  Uraufzeichnungen,  deren  Spuren  wir  in  den  Leiste- 
notizen vor  uns  haben,  müssen  also  die  Elemente  1),  2),  nicht  aber 
das  Element  3)  enthalten  haben,  so  daß  dieses  letztere  Element 
das  in  den  Leistenotizen  enthaltene  wesentlich  neue  darstellen 
würde.     Dies  ist  sachlich  sehr  wohl  möglich;  wir  müssen  uns  nur 
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vorstellen,  daß  Granß  in  den  üraufzeichnungen  die  Beziehung  [11] 
zwischen  dem  agM.  und  dem  Ellipsenquadranten  nicht  mit  Hülfe 
der  Entwicklung  [15],  sondern  etwa  in  ähnlicher  Weise  hergeleitet 
hat  wie  in  der  Anzeige  zur  „Determinatio  attractionis"  (Werke  III 
S.  360)  oder  wie  Schumacher  in  seinen  Briefen  vom  5.  April 
und  8.  Juli  1816  (Briefwechsel  Gauß-Schu mach  er  L  S.  123,  126). 

Wir  haben  demnach  in  Bezug  auf  die  Entstehungszeit  der 
Leistenotizen  [1]— [22]  und  [29[— [40]  die  folgende  Alternative: 
Entweder  hat  sie  G-auß  zwischen  dem  14.  und  23.  Dezember  1799 
eingetragen,  also  zu  dieser  Zeit  die  Entwicklung  [33]  für  K  ge- 
funden und  mit  Hülfe  von  dieser  die  Identität  [56]  abgeleitet,  oder 
die  Leistenotizen  stammen  aus  dem  Jahre  1797  oder  dem  Anfang 
des  Jahres  1798  undGrauß  hat  sich  ihrer  im  Jahre  1799  nicht  er- 
innert. Er  würde  dann  die  Identität  [56]  aus  den  Gleichungen 
[54],  [44]  gewonnen  haben  (vergl.  oben  S.  24). 

Mir  erscheint  die  erstere  Annahme  schon  darum  unwahrschein- 
lich, weil  die  in  den  Leistenotizen  angewandten  Methoden  sich  ganz 
dem  wissenschaftlichen  Xiveau  anpassen,  auf  dem  sich  Gauß  im 
Jahre  1797  befand,  wo  er  noch  zumeist  mit  Potenzreibenentwicke- 
lungen  operiert  und  —  wie  der  Leiste  zeigt  —  sich  noch  in  der 
Auswertung  elementarer  Integrale  geübt  hat ;  ich  bin  vielmehr  ge- 
neigt, den  folgenden  Tatbestand  anzunehmen. 

Gauß  hat  die  Leistenotizen  [Ij— [22],  [29]— [40]  im  Jahre 
1797,  spätestens  Anfang  1798  eingetragen,  er  hat  dabei  aus  älteren 
Aufzeichnungen  die  Elemente  1),  2)  entnommen  und  diesen  als 
wesentlich  neues  das  Element  3),  d.  h.  die  Reihenentwicklung  [2], 
[6],  [15],  [33]  hinzugefügt.  Er  hat  aber  damals  dieser  Entwicklung 
so  geringe  Wichtigkeit  beigelegt,  daß  er  sie  weder  ins  Tagebuch 
eingetragen,  noch  sie  sehr  fest  im  Gedächtnis  behalten  hat.  Im 
Mai  1799  dürfte  er  die  aus  der  Scheda  Aa  (1798)  stammende  Formel 
(abgedruckt  Werke  III,  S.  418,  art.  [8],  Zeile  6  v.  u.) 

TT  9  7t  20  7t 

(21)      -|__4(r^+,  ~4-+e  ^~+•••)^ 

wo  fö  die  lemniskatische  Periode  bedeutet,  mit  der  ihm  aus  jenen 
älteren  Aufzeichnungen  bekannten  Formel  (vergl.  Leiste  [6]) 

verglichen    haben.       Die    rechten    Seiten    stimmen     für    z  =  e  - 
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Überein.     Für   diese  Größe   hat    Grauß   in  der   Scheda  Aa   (abge- 

n 

druckt  Werkein,  S.  431  „Ecee  iam  computum  pro  e^  ")  den  Wert 
4,810484  berechnet.     Er  mag    dann   durch   eine   numerische  Rech- 

nung  für  v  einen  dem  s  =  (;  "     entsprechenden     Wert     gefunden 
haben,  den  er  als  angenähert  gleich   y  —y    agnoszierte,  und  da  für 


^-f\ 


2 

V 


M{\.  V/1  -  V')  j^  /_1_  ^  1/  4  _  i\  ^^  (V2, 1) 


■% 


ist,    so  sah  er   sich   veranlaßt,  Jf(\/2, 1)  mit  ^z:  numerisch  zu  ver- 

risch  zu  vergleichen^).  Das  Resultat  dieser  Vergleichung  wäre 
die  Tagebucknotiz  98)  vom  30.  Mai.  Im  Xovember,  Dezember  1799 
hat  er  dann  mit  Benutzung  jener  älteren  Aufzeichnungen  weiter 
gearbeitet ;  in  diesen  mag,  wie  wir  auch  in  der  Formel  (22)  ange- 
nommen haben,  das  z  in  der  Bedeutung  vorgekommen  sein,  wie  es 
in  den  Formeln  [49],  [50]  erscheint.  Nach  dem  23.  Dezember, 
ist  ihm  dann  der  Leiste  in  die  Hände  gekommen.  Er  hat  jetzt  in 
[58]  die  Leisteformel  [4]  berichtigt  und  von  da  ab  in  [67] — [70] 
das  z  in  der  Bedeutung  von  Leiste  benutzt.  Diese  Annahme  wird 
nicht  nur  durch  die  Formel  [58],  sondern  u.  A.  auch  dadurch  ge- 
stützt, daß  die  Formeln  [61]— [64],  wie  bereits  oben  erwähnt,  zu 
dem  M  der  Leisteformeln  in  Beziehung  stehen,  und  daß  Grauß  in 
der  1800  begonnenen  Abhandlung  über  das  agM.  (Werke  lU,  S.  361) 
direkt  mit  der  anfänglich  unterschätzten,  aber  im  Dezember  1799 
in  ihrer  wahren  Bedeutung  erkannten  Entwicklung   [33]    operiert. 


1)  In  der  Scheda  Aa  (siehe  Werke  III,  S.  413)    berechnet  Gauß  den  Wert 

—  7  1" 

von       -  auf  1 1  Dezimalstellen  „utentibus  formula  aresin  lemn.  —  +  aresin  lemn  —  , 
2  JLo  ^ 


SJ~ 


und  (siehe  Werke  III,  S.  418)   den  Wert   von  1/  —    auf  26   Dezimalstellen   mit 

Hilfe  der  Formel  (21).     Das  Beispiel  M{\l2, 1)  ist  in    der    1800   begonnenen  Ab- 
handlung über  das  agM.  (siehe  Werke  III,  S.  364)  auf  19  Dezimalstellen  berechnet. 
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Biographie  von  Gauß. 

Gesammelt  von  F.  Klein  und  M.  Brendel. 

III.     Über    GTauß'   Arbeiten   zur   Funktionentheorie. 

Von 

L.  Schlesinger  in  Gießen. 

Vorgelegt  in  der  Sitzung  vom  20.  Juli  1912  vom  Vorsitzenden  Sekretär  mit  einer 
Mitteilung  von  F.  Klein. 

„Dem  Einzelnen  bleibe  die  Freiheit,  sich  mit 
dem  zu  beschäftigen,  was  ihn  anzieht,  was  ihm  Freude 
macht,  was  ihm  nützlich  deucht;  aber  das  eigentliche 
Studium  der  Menschheit  ist  der  Mensch." 

Goethe,  Wahlverwandtschaften,  VII.  Kap. 
Aus  Ottiliens  Tagebuch. 

1.  Einleitendes  und  Übersicht  über  das  benutzte  Material. 

Wollte  man  versuchen,  allein  an  der  Hand  der  von  Gauß 
selbst  durch  den  Druck  veröffentlichten  Abhandlungen  sich  ein 
Bild  zu  entwerfen  von  den  Einsichten,  die  Gauß  sich  auf  dem  Ge- 
biete der  Funktionentheorie ')  erworben  hat,  so  würde  dieses  Bild 
ein  nach  mehreren  Seiten  hin  unvollständiges  sein.  Hat  doch  Gauß 
vielleicht  sparsamer  als  irgend  ein  anderer  Forscher  seinen  Zeit- 
genossen aus  dem  Schatze  seiner  Kenntnisse  gespendet  und  über- 
dies in  seinen  Veröffentlichungen  größeren  Wert  auf  eine  vollen- 
dete Darstellung  gelegt  als  auf  die  Wiedergabe  des  Gedanken- 
ganges, der  ihn  zu  seinen  Resultaten  geführt  hat.  Dazu  kommt 
noch  die  ihm  eigentümliche  Scheu,  mit  Anschauungen  und  Methoden 
vor    die  Öffentlichkeit   zu   treten,    die   gar   zu   umstürzlerisch   er- 

1)  Wir  bezeichnen  mit  diesem  zu  Gauß'  Zeiten  weniger  gebräuchlichen  Ter- 
minus dasjenige  wohlumgrenzte  Gebiet  der  reinen  Analysis,  das  man  in  neuerer  Zeit 
mit  diesem  Namen  belegt. 

1 
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scheinen  könnten  i),  und  das  daraus  entspringende  Bestreben,  sich 
in  seinen  Publikationen  den  Gewohnheiten  seiner  Zeitgenossen 
anzupassen. 

So  müssen  wir  neben  den  in  Betracht  kommenden  von  Gauß 
zum  Druck  beförderten  Arbeiten  als  mit  diesen  gleichberechtigte 
Quellen  heranziehen: 

1)  den  Nachlaß  an  handschriftlichen  Aufzeichnungen  wissen- 
schaftlichen Inhalts, 

2)  den  Briefwechsel  mit  B  e  s  s  e  1 ,  W.  Bolyai,  Olbers, 
Schumacher  und  anderen '"'). 

3)  Nachrichten  über  mündliche  Mitteilungen  von  Gauß,  soweit 
sie  uns  in  mehr  oder  minder   authentischer  Form  überliefert  sind. 

Der  handschriftliche  Nachlaß,  der  zur  Zeit  im  Gauß-Archiv 
der  Göttinger  Sternwarte  aufbewahrt  wird,  ist  schon  von  dem 
ersten  Herausgeber  der  Gaußschen  Werke,  E.  J.  Schering,  in 
einem  gewissen  Maße  verwertet  worden. 

Aus  den  Nachlaßteilen,  die  sich  auf  funktionentheoretische 
Gegenstände  beziehen,  hat  Schering  eine  Anzahl  von  Abhand- 
lungen zusammengestellt,  die  im  III.  Bande  der  Gaußschen  Werke, 
S.  207—230  und  S.  361—490  abgedruckt  sind.  -Ein  Teil  dieser 
Abhandlungen  ist  eine  in  allem  wesentlichen  unveränderte  Wieder- 
gabe von  Gaußschen  Handschriften^);  Schering  hat  aber  vielfach 
die  von  ihm  abgedruckten  Aufzeichnungen,  ohne  Rücksicht  auf 
die    Zeit    ihrer    Entstehung,    nach    Gegenständen    geordnet,    wohl 


1)  Vergl.  z.  B.  in  einem  Briefe  an  Bessel  vom  27.  Januar  1829  (Bessel-Gauß 
Briefwechsel,  Leipzig  1880,  S.  490) :  „Inzwischen  werde  ich  wohl  noch  lange  nicht 
dazu  kommen,  meine  sehr  ausgedehnten  Untersuchungen  darüber  [über  „die 
ersten  Gründe  der  Geometrie'']  zur  öffentlichen  Bekanntmachung  auszuarbeiten, 
und  vielleicht  wird  dies  auch  bei  meinen  Lebzeiten  nie  geschehen,  da  ich  das  Ge- 
schrei der  Böotier  scheue,  wenn  ich  meine  Ansicht  ganz  aussprechen  wollte." 

2)  1.  Gauß -Bessel,  Briefwechsel,  Leipzig  1880  (von  1804,  Dez.  21— 1844, 
Aug.  15);  2.  Gauß-W.  Bolyai,  Briefwechsel,  Leipzig  1899  (von  1797,  Sept.  29— 
1853,  Febr.  6);  3.  [Gauß-0  Ibers,  Briefwechsel]  Wilhelm  Olbers,  sein  Leben  und 
seine  Werke;  II.  Band,  Briefwechsel  zwischen  Olbers  und  Gauß,  Berlin  1.  Abt. 
1900,  2.  Abt.  1909;  (von  1802,  Jan.  18—1839,  Mai  30).  4.  Gauß -Schumacher, 
Briefwechsel  Altena  I  (1860),  II  (18G0),  III  (18G1),  IV  (1862),  V  (1863),  VI  (1865) 
(von  1808,  April  2—1850,  Noverab.  4). 

3)  1.  Determinatio  seriei  nostrae,  S.  207 — 229;  2.  De  origine  proprietatibus- 

que  generalibus  numerorum  arithmetico-geometricorum,  und  De  fuuctionibus  trans- 

cendentibus  quae  ex  differentatione  mediorum  arithmetico-geometricorum  oriuntur, 

p       clcc 
S.  361 — 374;    3.  Elegantiores   integralis    f— proprietates,    S.  404  —  412; 

4.    De  curva  lemniscata,  S.  413—432;    5.   Zur  Theorie  der  neuen  Transcendenten 
I— V,  S.  433—480;  6.  Pentagramma  mirificum,  S.  481—490. 
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weil  es  ihm  unmöglich  scbien,  viele  dieser  Aufzeichnungen  auch 
nur  annähernd  zu  datieren.  Über  die  Herkunft  der  einzelnen 
Stücke  geben  die  Werke  III,  S.  491 — 496  abgedruckten  Bemer- 
kungen Scherings  nur  einige  Hinweise.  Die  Abhandlung  „Fortsetzung 
der  Untersuchungen  über  das  arithmetisch -geometrische  Mittel" 
(Werke  III,  S.  375 — 402)  kann  als  ein  von  Scherings  Hand  aufge- 
führtes Bauwerk  bezeichnet  werden,  in  das  einzelne  von  Grauß  her- 
rührende Steine  eingefügt  sind.  Sie  kann  demnach  als  Material 
für  die  Wiederherstellung  des  Graußschen  G-edankenganges  nicht 
eigentlich  benutzt  werden. 

Eine  wertvolle  Nachlese  des  funktionentheoretischen  Nach- 
lasses hat  Herr  F  r  i  c  k  e  im  VIII.  Bande  der  Werke  gegeben  ^). 
Herr  Fricke  war  schon  in  der  Lage,  das  von  Herrn  Stäckel  1898 
aufgefundene  Tagebuch  (oder  Notizen  Journal)  zu  benutzen,  in  das 
Gauß  von  1796 — 1814  kurze  Notizen  über  die  Gegenstände  seiner 
wissenschaftlichen  Beschäftigung  zumeist  mit  genauer  Datie- 
rung einzutragen  pflegte.  Dieses  Tagebuch  wurde  1901  von 
Herrn  F.  Klein  mit  Anmerkungen  herausgegeben^),  die  ihrer- 
seits auch  eine  Reihe  von  bis  dahin  nicht  veröiFentlichten  sonstigen 
Aufzeichnungen  von  Gauß  wiedergaben  und  damit  neue  Frage- 
stellungen aufrollten.  An  der  Hand  dieses  Tagebuchs  ist  es 
fortschreitend  möglich  geworden,  Einsicht  zu  gewinnen  in  den 
G-ang  der  Entwicklung  von  G-auß'  funktionentheoretischen  For- 
schungen, indem  die  Eintragungen  des  Tagebuchs  einerseits  viel- 
fach eine  Datierung  der  in  verschiedenen  Heften,  Büchern  und 
auf  Zetteln  befindlichen  Aufzeichnungen  ermöglichen,  andererseits 
aber  auch  Kunde  geben  von  Resultaten,  von  denen  in  dem  übrigen 
handschriftlichen  Nachlaß  keine  Spur  vorhanden  ist. 

Neben  diesen  bisher  veröffentlichten  Quellen  durfte  ich  auch  den 
handschriftlichen  Nachlaß  selbst  benutzen^),  und  ich  habe  demselben 


1)  S.  65—67;  69—75;  76—79;  80—83;  84—85;  93—94;  96;  98;  99—105; 
106—111. 

2)  Festschrift  zur  Feier  des  hundertfünfzigjährigen  Bestehens  der  Königlichen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen,  Berlin  1901 ;  Mathematische  Annalen, 
57  (1901),  S.  1 — 34.  Auf  den  letzteren  Abdruck  beziehen  sich  die  im  folgenden 
vorkommenden  Zitate. 

3)  Ich  habe  die  folgenden  Teile  des  Nachlasses  durchgearbeitet : 

1.  Das  Tagebuch  (Notizenjournal). 

2.  Die  Schedae. 

Aa :  Schedae  Nr.  I.    Jul.  1798. 

Ab :  Exercitationes  atque  Schedae  analyticae,  1798  Nov. 

Ac:  Varia,  Novbr.  1799.     Imprimis  de  Integrali  f 

•     V(l  +  fift  sin  qj*) 

1* 
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noch  eine  Anzahl  bisher  nicht  veröffentlichter  Aufzeichnungen 
entnehmen  können,  die  zum  Teil  bereits  mit  den  erforderlichen  Er- 
läuterungen in  den  Nachrichten  der  Königl.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  veröffentlicht  worden  sind^),  während  ein  anderer 
Teil  im  folgenden,  teils  im  Text,  teils  im  Anhang  zum  Abdruck 
gelangt  ^). 

Obwohl  nun  dieses  reichhaltige  Material  im  Ganzen  einen  be- 
friedigenden Einblick  in  den  Entwickelungsgang  von  Gauß'  funk- 
tionentheoretischem Schaffen  gewährt,  bleiben  doch  im  einzelnen 
noch  manche  Lücken,  die  durch  Vermutungen  ausgefüllt  werden 
müssen,  wie  ja  auch  sonst,  der  Natur  der  Sache  nach,  der  subjek- 


An :  Cereri,  Palladi,  Junoni  sacrum,  Febr.  1805. 

3.  Leiste  „Die  Arithmetik  und  Algebra",  durchschossenes  Exemplar  mit 
handschriftlichen  Aufzeichnungen  von  Gauß.  (Im  folgenden  kurz  mit 
Leiste  zitiert). 

4.  Die  Handbücher: 

15  (Ba).   Opuscula  varii  Argument!.  VolumenPrimum.    Brunovici  IHOO. 

16  (Bb).   Den   astronomischen  Wissenschaften  gewidmet.     November 
1801. 

17  (Bc).  Astronomische  Untersuchungen  und  Rechnungen  vornehmlich, 
über  die  Ceres  Ferdinandea.     1802. 

18  (Bd).  Mathematische  Brouillons.     October  1805. 

19  (Be).  Kleine  Aufsätze  aus  verschiedenen  Theilen  der  Mathematik. 
Angefangen  im  May  1809. 

5.  Zwei  Kapseln  mit  Zetteln,  und  auf  einzelne  Blätter  geschriebenen 
größeren  Entwürfen,  die  in  einzelne  Umschläge  (Enveloppen)  geordnet 
sind.     (Die  folgenden  Überschriften  sind  nicht  von  Gauß). 

Fa.    Reihen  im  allgemeinen. 

Fb.    Lagraugesche  Reihe. 

a.8 
Fe.    Reihe  1  +  -— i-  x  4-  etc. 
l.y 

Fd.   Tafeln  der  JT-Funktion. 

Ff.   Arithm.-geom.  Mittel,  ältere  Untersuchungen. 

Fg.   Modulfuuktion. 

Fh.    Lemniskatische  Funktionen. 

Fi.     Allgemeine  elliptische  Funktionen  und  Integrale. 

Fm,  Varia  analytica. 

1)  Materialien  u.s.w.  II  „C.  F.  Gauss:  Fragmente  zur  Theoriedes  arithme- 
tisch-geometrischen Mittels  aus  den  Jahren  1796—1799"  ;  ich  zitiere  diese  Publi- 
kation im  Folgenden  stets  als  „Fragmente". 

2)  Die  Stellen  des  Textes,  wo  sich  solche  bisher  nicht  veröffent- 
lichte Auszüge  aus  Gaußschen  Handschriften  finden,  sind  aus  dem  Verzeichnis 
am  Schluß  zu  ersehen. 
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tiven  Auffassung  ein  verhältnismäßig  breiter  Raum  verstattet 
werden  muß.  Ich  werde  aber  bestrebt  sein,  allemal  das  tatsäch- 
lich Erweisbare  von  diesen  subjektiven  Momenten  scharf  zu  son- 
dern und  überhaupt  die  letzteren  auf  ein  möglichst  geringes  Maß 
zu  reduzieren. 

In  mannigfacher  Weise  wird  der  Bericht,  den  wir  über  Gauß' 
Tätigkeit  gerade  in  den  entscheidenden  Jahren  zu  erstatten  haben 
werden  durch  die  Abhandlung  von  Herrn  P.  Bach  mann')  er- 
gänzt, indem  ja  die  funktionentheoretischen  und  die  zahlentheore- 
tischen Untersuchungen  von  Gauß  in  inniger  Wechselbeziehung  zu 
einander  stehen. 

Es  möge  noch  hervorgehoben  werden,  daß  wir  es  hier  aus- 
schließlich mit  Gauß  zu  tun  haben ;  nicht  um  eine  Entwickelungs- 
geschichte  der  Aualysis  im  XIX.  Jahrhundert  handelt  es  sich,  son- 
dern einzig  und  allein  um  eine  Geschichte  der  Entwickelung 
von  Gauß'  Gedanken.  Es  würde  nicht  angehen,  aus  dem  von 
Gauß  bei  seinen  Lebzeiten  zurückgehaltenen  Material  Prioritäts- 
ansprüche zu  Gunsten  von  Gauß ,  gegenüber  solchen  Mathe- 
matikern zu  konstruieren,  die  Resultate,  die  Gauß  für  sich  schon 
früher  entwickelt,  aber  nicht  bekannt  gemacht  hatte,  später  oder 
gleichzeitig  durchaus  unabhängig  und  von  diesen  Untersuchungen 
von  Gauß  unbeeinflußt  gefunden  haben.  Die  Feststellung,  daß 
ein  Mathematiker  eine  Entdeckung  gemacht  hat,  die  auch  dem 
Geiste  des  princeps  mathematicorum  entsprungen  war,  soll  den 
Ruhm  des  zweiten  Entdeckers  nicht  schmälern,  sondern  ihn  er- 
höhen ! 


2.  Traditionen  über  die  erste  Jugendzeit  1791—1795. 

In  einem  April  1816  datierten  Briefe  an  Schumacher  ^)  schreibt 
Gauß :  „Haben  Sie  denn  wirklich  vergessen,  daß  das  arithmetisch- 
geometrische Mittel,  mit  welchem  Hr.  Degen  sich  beschäftigt, 
ganz  dasselbe  ist,  womit  ich  mich  seit  1791  beschäftigt  habe, 
und  jetzt  einen  ziemlichen  Quartband  darüber  schreiben  könnte?" 
Hiernach  hat  also  Gauß  im  Jahre  1791,  d.  h.  im  Alter  von  14  Jahren, 
begonnen,  sich  mit  dem  agM.  zu  beschäftigen^). 


1)  Materialien  u.  s.  w.  I,  Über  Gauß'  zahlentheoretische  Arbeiten. 

2)  G.-  S.  Briefw.  I,  S.  125 ;   auf   diesen  Brief  kommen  wir   später  noch  aus- 
führlich zurück. 

3)  Die  betreffende  Stelle  des  Abdrucks  wurde  durch  Herrn  Brendel  mit  dem 
Originalbriefe  verglichen  und  für  durchaus  authentisch  befunden. 
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Ob  er  ganz  von  selbst  auf  das  agM.  gekommen  ist,  oder  ob 
er  von  irgend  einer  Seite  her  eine  Anregung  empfangen  hat,  wird 
sich   wohl   kaum   feststellen   lassen').     Jedenfalls   sagt   er   in  der 

1)  Bekanntlich  hat  Lagrange  (Memoires  de  Turin  II  (1784/85),  S.  237  = 
Oeuvres  II  (1868),  S.  251  ff.)  in  der  Abhandlung  „Sur  une  nouvelle  m^thode  de 
calcul  integral  pour  les  differentielles  affectees  d'un  radical  carre  sous  lequel  la 
variable  ne  passe  pas  le  quatrieme  degre"  den  Algorithmus  des  agM.  aufgestellt. 
Er  geht  dabei  (Oeuvres  II,  S.  264)  von  der  (Landen  sehen)  Transformation  : 


y'  ■- 

W(i  + 

p'y^)il±q'y') 
1  +  q^y^ 

aus, 

durch  die  sich 

dy 

in    

dy'- 

V(i± 

p'y'){^ 

±  i'y') 

Vä" 

±P"y")ii±q"y") 

veri 

vand( 

}lt,  wo 

P' 

P^ 

a'  = 

■  VjP'-äS 

._  p  —  yjp2_g2 

ist; 

für 

p  +  q  = 

m, 

P- 

-g  =  w, 

p'  +  q! 

'  =  m',      p'  —  q'  = 

hat 

man 

also 

m' 

=  m  -\-  n, 

n'  = 

2yjmn. 

Er  bemerkt  dann  (a.  a.  0.  S.  271),  daß  bei  wiederholter  Anwendung  dieser  Trans- 
formation, die  sich  ergebenden  Folgen  p,  p',  p",  . . .  und  q,  q',  q",  .  .  .  von  ein- 
ander weg  divergieren  (sont  divergentes  l'une  par  rapport  ä  l'autre),  sodaß  man 
also,  indem  man  sie  nach  rückwärts  hin  fortsetzt,  zwei  Folgen  .  .  ."p,  'p,  p  und 
•  •  •  "q?  'qi  q  erhalt,  die  gegen  einander  konvergieren.     Es  ist  dann 

2?  =  'jp  +  V^pM^^V ,     q  =  'p  —  ^'¥~+W  "•  s. w., 
also 

'p  =  ^4^,     'q  =  \/pq;     "P  =  '-^^,     "q  =  \l'Fq\  "-s.w., 

sodaß  die  korrespondierenden  Glieder  stets  das  arithmetische  bezw.  geometrische 
Mittel  der  vorhergehenden  sind.    Wenn  nun  p  '>'  q,  so  hat  man  offenbar  'p<cpy 

'q  "^  q,  'q<^  'Pi  weil 

'P-'q  =  ^'— V^  =  iWp-yJqT; 

die  Reihe  p,  'p,  "p,  ...  ist  also  eine  abnehmende,  die  Reihe  q,  'q,  ''q,  . . .  dagegen 
eine  zunehmende,  und  der  Unterschied  der  korrespondierenden  Glieder  nimmt  ins 
Unendliche  ab.     Setzt  man  dann  wieder 


1    +    '^2  '2^2 

80  ist 

äy  _  d'y 


V(i  ±^'y')  (1  ±  3^  y^)         Vi  +  y  Y)  0-  ±  'q'  y) 


=  u.  s.w., 
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Anzeige  der  Abhandlung  ,,Determinatio  attractionis  etc."  (1818, 
"Werke  III,  S.  360)  ausdrücklich,  daß  er  die  auf  das  agM.  bezüg- 
lichen Resultate,  die  er  in  jener  Abhandlung  zum  ersten  Male  von 
sich  aus  veröffentlicht,  „so  wie  er  sie  schon  vor  vielen  Jahren  un- 
abhängig von  ähnlichen  Untersuchungen  Lagrange' s  und  Legendre's 
gefunden  hat,  in  ihrer  ursprünglichen  Form  darstellen  zu  müssen 
geglaubt  hat,  .  .  .  theils  weil  jene  Form  ihm  wesentliche  Vorzüge 
zu  haben  schien,  theils  weil  sie  gerade  so  den  Anfang  einer  viel 
ausgedehnteren  Theorie  ausmachen,  wo  seine  Arbeit  eine  ganz  ver- 
schiedene Richtung  von  der  der  genannten  Geometer  genommen  hat". 

Das  in  der  zitierten  Briefstelle  bezeichnete  Jahr  1791  er- 
scheint auch  durch  den  Umstand  verbürgt,  daß  Gauß  (nach  Mit- 
teilung von  Herrn  Brendel)  in  diesem  Jahre  eine  Anzahl  mathe- 
matischer Bücher  geschenkt  erhalten  hat,  und  er  sich  darum 
dieses  Jahres  auch  1816  noch  wohl  erinnert  haben  mag. 

Da  Gauß  zu  jener  Zeit  noch  keine  Kenntnisse  in  der  Infini- 
tesimalrechnung gehabt  hat,  so  wird  man  sich  etwa  denken  müssen, 
daß  er  die  Annäherung  der  sukzessiven  arithmetischen  und  geome- 
trischen Mittel  aus  zwei  Zahlen  aneinander  bemerkt  und  sich  vielleicht 
auch  irgend  eine  Vorstellung  von  dem  Grenzwert  gebildet  haben 
könnte,  dem  diese  Mittel  zustreben.  Schering  berichtet^)  „nach 
Mitteilungen  über  eine  mündliche  Äußerung  von  Gauß"  ,  daß 
Gauß  „im  Jahre  1794  die  Beziehungen  zwischen  den  ag-Mitteln 
und  den  Potenzreihen,  in  denen  die  Exponenten  mit  den  Quadrat- 
zahlen fortschreiten,  gekannt  zu  haben  scheint")". 


Dieser  Algorithmus  wird  zur  näherungsweisen  Berechnung  des  Integrals 

Mdy 


f 


\/{l±p'y')il±q'y')   ' 


wo  M  eine    beliebige    rationale  Funktion   von  y'^  bedeutet,  und  (S.  283)  insbeson- 
dere auf  das  bei  der  Rektifikation  der  Ellipse  und  Hyperbel  auftretende  Integral 

(1  —  e'^x^)dx 


f 


V/(1— a;')(l  — e'«^) 


angewandt.  —  Wir  fügen  diesem  kurzen  Bericht  über  Lagranges  Arbeit  noch  die 
Bemerkung  hinzu,  daß  man  den  gemeinsamen  Grenzwert,  dem  die  Folgen  _p,  'p,  "p,  . . . 
und  q,  'q,  "q,  .  .  .  zustreben,  nach  Gauß,  das  agM.  zwischen  p  und  q  nennt  und 
mit  M(p,  q)  bezeichnet. 

1)  Gauß  Werke  III,  S.  493. 

2)  Diese  Beziehungen  lassen  sich  mit  Benutzung  der  von  Gauß  später  ange- 
wandten Bezeichnungen  kurz  so  darstellen :  Setzt  man 


g  L.  Schlesinger, 

Zu  dieser  Äußerung  Scherings  bemerken  wir  das  Folgende. 
Reihen,  deren  Exponenten  mit  den  Quadratzahlen  fortschreiten  bezw. 
arithmetische  Progressionen  zweiter  Ordnung  bilden,  sind  schon  im 
XVII.  Jahrhundert  aufgetreten,  nämlich  bei  der  Lösung  eines  Pro- 
blems der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  in  Aufsätzen  von  Jacob 
Bernoulli  und  L  e i b n i z '),  auch  hat  Daniel  Bernoulli^) 
in  einem  Briefe  an  Euler  vom  14.  April  1742  die  Frage  aufge- 
worfen: „si  a  est  numerus  fractus,  invenire  summam  seriei 
a  +  a*  +  a'  -t- a'' -h  etc. " . 

Euler  selbst  hat  sich  mit  der  in  Rede  stehenden  Art  von 
Reihen  von  1741  an  zu  wiederholten  Malen  beschäftigt;  zuerst 
wohl   in   einer   Abhandlung,    die  1752  erschienen  ist^).     Ob  Grauß 


p(y)  =   1  +  2y  +  22/*  +  21/9  +  .  .., 
(1)  {  a(y)  =   1  -  22/  +  2t/*  -  2y«  +  .  .  ., 

r(2/)  =  22/^  +  2i/^  +  2y"^  +  .  .  ., 


so  ist 


(2)  ip  iy^)r  =  1  [p  {yy  +  g  {yfl         (q  {y'))'  =  \Jp  {y^  .  q  {yf  ,    u.  s.  w. 

Ferner  hat  man 

(3)  r(yy  =  p(i/y-q(yy, 

und,  wenn  wir  mit  M(a,  h)  das  agM.  zwischen  a  und  b  bezeichnen, 

(4)  Mip  (y)^  q  (yf)  =  1,  M(p  J^  riyy)  =  "  ^'^  ^- 

Sind  a,  b,  c  drei  durch    die  Relation  c''  =  a-  —  b'^   verknüpfte  Größen,   und  setzt 

M(a,  b) 
M{a,c) 


,_,  M(a,  b)         , 


so  gelten  die  Darstellungen 

(6)  a  =  M{a,  b)p{yy,        b  =  M{a,  b)q(yY,        c  ==  M{a,  b)r{yy. 

1)  Acta  Eruditorum  1690,  S.  219—223  bezw.  358—360.  Auf  diese  Abhand- 
lungen hat  neuerdings  G.  Eneström  hiDgewiesen,  Bibliotheca  mathematica  (3) 
9,  S.  206—210  (1909). 

2)  Siehe  den  zitierten  Aufsatz  von  Eneström,  S.  209,  Fußnote  3). 

3)  Dicouverte  d'une  loi  tout  extraordinaire  des  nonibres  par  rapport  a  la 
somme  de  leur  diviseurs,  Bibliotheque  inipartiale  3  (1751)  S.  10-31;  [Eneström, 
Nr.  175];  wieder  abgedruckt  Commentat.  arithm.  2  (1849),  639—647;  Opera 
postuma  1  (1862),  76—84.  Nach  Jacobi  (Briefwechsel  zwischen  C.  G.  J.  Jacobi 
und  P.  li.  von  Fuß,  herausgegeb.  von  Stäckel  und  Ahrens,  Leipzig  1908, 
S.  59,  60)  hat  Euler  diese  Abhandlung  am  22.  .Juni  1747  in  der  Berliner  Akademie 
gelesen,  gewisse  Eulwickelungeu  daraus  aber  schon  im  Januar  1741  an  Daniel 
Bernoulli  mitgeteilt.  Jacobi  bezeichnet  (ebenda)  diese  Abhandlung  Eulers  als 
„eine    erste  Redaktion    der  Observaiio   de   summis  divisorum"  (Novi  commentarii 
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die  Eulerschen  Entwickelungen  schon  im  Jahre  1794  gekannt  hat, 


Acad.  sc.  Petrop.  5  [1754/5]  1760,  S.  5!)— 74,  Enestr.  Nr.  243)  und  spricht  sich 
über  dieselbe  wie  folgt  aus :  „Sie  ist  nämlich  der  erste  Fall  gewesen,  in  welcliem 
Reihen  aufi,'etreteu  sind,  deren  Exponenten  eine  arithmetische  Reihe  zweiter 
Ordnung  bilden,  und  auf  diese  Reihen  ist  durch  mich  die  Theorie  der  ellip- 
tischen Transzendenten  gegründet  worden.  Die  Eulersche  Formel  ist  ein  spezieller 
Fall  einer  Formel,  welche  wohl  das  wichtigste  und  fruchtbarste  ist,  was  ich  in 
reiner  Mathematik  erfunden  habe : 

(1  _  q2--){l  -  q^z-^){l—q^Z-^)...  =  (2—3-^)  -  q(2'  —  2-^)  +  g^  (.5  _  ^-sj 

-  q" (z'  -  2-')  +  q'" (z"»  —  z- ">)  .  . ., 
wo  die  Exponenten  von  q  [d.  h.]  1,  3,  6,  10  etc.  die  dreieckigen  Zahlen  sind. 
Setzt  man  für  2  eine  imaginäre  Kubikwurzel  der  Einheit :  so  erhält  man  die 
Eulersche  Formel.  Hierdurch  habe  ich  sie  mit  der  Trisektion  der  elliptischen 
Integrale  in  Verbindung  gebracht.  Differenziert  man  nach  z  und  setzt  dann  2=1, 
so  erhält  man  auch  für  den  Kubus  des  Eulerschen  Produktes  die  schöne  Ent- 
wickelung 

0)     [(1  — 3)(1  —  2') (1  — 2')....]'=  1  —  32 +  5 9^  —  7 g" -1-9 310  -  Uä^'  +  etc." 

Die  erste  von  Jacobi  angegebene  Formel  (die  übrigens  a.  a.  0.  von  Jacobi  fehlerhaft 
wiedergegeben  ist,  indem  auf  der  linken  Seite  statt  z^  und  z~^  überall  z  und  2~^  ge- 
setzt ist)  geht,  wie  in  den  „Fundamenta  nova  theoriae  functionum  ellipticarum" 
(Jacobis  Werke  1,  S.  234)  gezeigt  wird,  durch  eine  einfache  Transformation 
(man  hat  —  qz-  für  z,  dann  q  für  q-  zu  setzen  und  mit  z  zu  multiplizieren)  aus 
der  Formel 

(l-\-qz)(l^q^z]il  +  q'z)...(l-\--^){l-i-^){l+^).... 

z  z  z 

^^^  1  +  3 (^  4-  y)  +  2*(^^  +  ^)  +  9» (^^  +^)  +  •  •  • 


(l_g2j(l_2*j(l_2«j(l-g«)... 
hervor,    die,    wie  wir  sehen  werden,    von  Gauß  1800  aufgestellt  worden  ist  (vergl. 
Gauß'  Werke  III,   S.  434   letzte   Gleichung,  ferner   S.  440,   464).     Die   von  Euler 
angegebene  Formel  lautet  (in  den  Jacobischen  Zeichen)     • 

(l-2)(l-2')(l-f/)----     =     l-2-g2-f.g5^g7_gl2_^15J_._.. 

3^2 +  1' 

(9)  +f  V  ~~2— 

-      1.      (-1)    2 

1=   —  CO 

(vergl.  Jacobi  an  Fuß,  S.  23,  Fuß  an  Jacobi,  S.  42 ;  Fundamenta,  Werke  I, 
S.  237  Gl.  (6)),  sie  findet  sich  bei  Gauß,  Werke  III,  S.  448,  Gl.  23;  die  letzte 
von  Jacobi  angegebene  Formel  (7)  steht  bei  Gauß,  Werke  III,  S.  440,  Zeile  5 
v.  u.  Übrigens  hängen  diese  Identitäten,  wie  Jacobi,  Fundamenta,  Werke  I, 
S.  237  bemerkt,  aufs  engste  mit  den  .von  Gauß  in  der  „Summatio  quarundam 
serierum  singularium"  (1808,  Werke  II,  S.  9  ff.)  gegebenen  Formeln  zusammen, 
vergl.  hierzu  die  Abhandlung  Jacobis,  Grelles  Journal  32,  Werke  VI,  S.  302. 
Weitere  historische  Notizen  über  das  Auftreten  der  Formel  (9)  bei  Euler  findet 
man  in  der  erwähnten  Jacobischen  Abhandlung  und  in  dem  Aufsatze  von  P. 
Stäckel,  Bibliotheca  mathem.  (III)  11,  220  ff. 


10  L.  S  c  h  1  e  s  i  n  g  e  r , 

läßt  sich  kaum  feststellen;  später  hat  er  sie  sicher  kennen  ge- 
lernt, da  sie  sich  zum  Teil  auch  in  der  „Introductio  in  analysin 
infinitoram  (1748)"  in  dem  Kapitel  De  partitione  numerorum  finden, 
ein  Werk,  daß  sich  Grauß  (vergl.  seinen  Brief  an  W.  Bolyai  vom 
30.  Dez.  1798,  Gauß-Bolyai  Briefwechsel  S.  15)  nebst  den  „In- 
stitutiones   calculi  differentialis  und  integralis"    1798  gekauft  hat. 

Jedenfalls  ist  es  wohl  möglich ,  daß  Gauß ,  der  (nach 
Mtteilungen  von  Herrn  Brendel)  etwa  1793  —  94  begonnen 
hat  mit  unendlichen  Reihen  zu  operieren ,  auch  mit  solchen 
E-eihen  gerechnet  und  ihren  Zusammenhang  mit  dem  agM.  be- 
mejkt  hat.  Da  aus  dieser  ersten  Jugendperiode  von 
Gauß'  Schaffen  Aufzeichnungen,  die  sich  auf  das  agM.  beziehen, 
nicht  erhalten  sind,  so  läßt  sich  kaum  etwas  Sicheres  darüber 
feststellen.  Wir  werden  jedoch  in  der  Schilderung  der  histo- 
rischen Jugendperiode,  die  mit  dem  Jahre  1796  beginnt, 
über  Aufzeichnungen  zu  berichten  haben,  die  als  ein  Nieder- 
schlag der  als  verloren  anzusehenden  älteren  Notizen  angesehen 
werden  dürfen,  und  die  mit  jenen  beiden  Daten  1791  (Gauß  an 
Schumacher)  und  1794  (Schering)  jedenfalls  nicht  im  Widersprach 
stehen. 

Ehe  wir  nun  den  Boden  dieser  historischen  Jugendperiode 
betreten ,  führen  wir  der  Vollständigkeit  wegen  noch  an ,  daß 
Gauß  im  art.  186  der  Theoria  motus  ^)  erklärt,  er  habe  sich  des 
Prinzips  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  schon  seit 
1795  bedient.  Im  Zusammenhange  hiermit  mag  auch  gleich  darauf 
hingewiesen  werden,  daß  Gauß  sein  ganzes  Leben  hindurch  viel  und 
gern  numerisch  gerechnet  hat.  Er  hat  nicht  nur  bei  den  geodäti- 
schen und  astronomischen  Arbeiten  der  späteren  Jahre  sich  in 
Bezug  auf  Genauigkeit  der  Rechnung  nicht  genug  tun  können, 
sondern  sich,  wie  wir  sehen  werden,  des  numerischen  Kalküls 
einerseits  zur  Verifikation  von  Resultaten  bedient,  die  er  auf 
analytischem  Wege  erhalten  hatte,  andererseits  aber  auch  dazu, 
um  durch  numerische  Induktion  neue  Wahrheiten  zu  ent- 
decken. Beides  hat  er  mit  den  großen  Analysten  des  XVIII.  Jahr- 
hunderts, namentlich  mit  Euler  gemein.  Bei  den  Nachfolgern 
von  Gauß  verkümmert  dieses  Verfahren  immer  mehr  und  mehr. 


1)  Werke  Bd.  VII,  S.  235  (vergl.  IJorchardt  iii  .Tacobis  Werken  I,  S.  399) 
„Ceterum  principium  nostrum,  quo  iam  iude  ab  anno  1795  usi  sumus,  .  .  .  ." 
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3.  Die  historische  Jugendperiode:  1796  bis  zur  Doktor- 
promotion  16.  Juh  1799^).    Tagebuch,  Leiste,  Scheda  Aa. 

a)    Allgemeines.     Inversion  von  Integralen. 

Mit  dem  Jahre  1796  beginnen  die  Aufzeichnungen  des  Tage- 
buchs. Die  Notizen  auf  den  leeren  Blättern  des  Leiste  stammen 
der  Hauptsache  nach  aus  den  Jahren  1796— 1797 -),  da  im 
Jahre  1798  die  als  Schedae  bezeichneten  Heftchen  beginnen  ^) ; 
man  wird  aber  die  Möglichkeit  zulassen  müssen,  daß  Gauß  auch 
noch  1798,  wenn  er  etwa  während  der  Arbeit  die  Notizen  in 
Leiste  zu  vergleichen  hatte,  auf  frei  gebliebenen  Stellen  der  ein- 
zelnen Blätter,  Aufzeichnungen  eintrug,  die  mit  jenen  älteren  No- 
tizen in  Zusammenhang  stehen.  Eine  genaue  Datierung  ist  also 
zumeist  nur  an  der  Hand  des  Tagebuches  möglich ;  Leiste  und 
ebenso  auch  die  Schedae  selbst  liefern  mit  wenigen  Ausnahmen  nur 
gewisse  obere  und  untere  Zeitgrenzen. 

Im  September  1796  hat  Grauß  die  erste  der  Aufzeichnungen  in 
sein  Tagebuch  gemacht,  die  sich  auf  einen  ausgesprochen  funktionen- 
theoretischen Gegenstand  beziehen  ^).  Es  ist  die  Reihenentwicke- 
Inng  für  die  Umkehrungsfunktion  .c  =  ■^{z)  des  Integrals 

/dx 

nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  2.  Die  folgende  Notiz  33) 
läßt  auch  sofort  den  Gedankengang  erkennen,  der  Gauß  zu  dieser 
Betrachtung  führt;  sie  gibt  nämlich  die  analoge  Entwicklung  für 
die  Umkehrfunktion  des  allgemeineren  Integrals 

1)  Briefwechsel  Gauß-Bolyai,  S.  34. 

2)  Vgl.  Klein,  Mathem.  Annalea  57,  S.  4  und  20. 

3)  Die  älteste  Scheda  Aa  trägt  das  Datum  Juli  1798. 

4)  Math.  Ann.  57,  S.  10,  Notiz  32).  Dieses  selbe  Integral  und  seine  Um- 
kehruog  findet  sich  auch  auf  einem  aus  dem  Jahre  1796  stammenden  Blätteben 
(Fh),  betitelt:  Exercitationes  Mathematicae.  Anschließend  daran  betrachtet 
Gauß  auch  das   lemniskatische  Integral.    Es  heißt  daselbst: 

^.  ^      r       dx 
,,  Si  $ :     / =  X    erit 

J    \Ji^-x') 

^^^^~1Ö"'^'  +  "120^'~T56ÖÖ^"  +  130ÖÖ:T72^"  " 
Diese  Entwicklung    stimmt    überein    mit   der    auf   dem  Zettel  betitelt    „Eleganti- 

ores  Integralis     l proprietates"  (Fh)  gesehenen  (abgedruckt  Werke  111, 

J   \l{l-x*) 

S.  405,  art.  [4],  Zeile  5  v.  u.). 


12  L.  Schlesinger, 

dx 


/äx 


so  daß  es  sich  einfach  um  den  Versuch  handelt  nach  der  Analogie 
der  Funktion 

.     (   r      dx      \ 
X  =  ^m  \    I  — 

allgemeinere  Funktionen  aufzufinden.  Von  einer  Unterscheidung 
der  Fälle  n  =  2,  n  =  3,  4,  n  >  4  ist  keine  Rede  ^). 

Aus  dem  Jahre  1796  stammen  noch  fünf  in  unser  Grebiet 
gehörige  Tagebuchnotizen '''),  von  denen  nur  die  letzte  besonders 
erwähnt  werden  mag,  da  sie  sich  auf  die  Lagrangesche  Reihe 
bezieht,  ein  Gegenstand,  der  Gauß  auch  späterhin  noch  wiederholt 
beschäftigt  hat  ^).  Daß  Gauß  der  Frage  der  Reiheninversion  seine 
besondere  Aufmerksamkeit  zugewandt  hat,  erklärt  sich  daraus, 
daß  er  namentlich  am  Anfang  seiner  analytischen  Forschungen  die 
Methode  der  Reihenentwicklung  als  heuristisches  Hilfsmittel  mit 
Vorliebe  verwendet;  wir  werden  dies  bestätigt  finden  nicht  nur 
bei  den  auf  die  Umkehrung  der  Integrale  algebraischer  Funktionen 
bezüglichen  Untersuchungen,  sondern  auch  bei  den  Arbeiten  über 
das  agM. 

Die  Tagebuchnotizen  des  Jahres  1796  korrespondieren  zum 
Teil  mit  Aufzeichnungen  im  Leiste;  so  Note  6)  mit  Leiste  S.  6, 
Note  39)  mit  Leiste  S.  8,  Note  48)  mit  Leiste  S.  13,  Note  49) 
mit  Leiste  S.  10,  11.  Es  läßt  sich  daraus  der  Schluß  ziehen,  daß 
diejenigen  Leistenotizen,  die  hinter  der  Seite  13  stehen,  jedenfalls 
aus  einer  späteren  Zeit  stammen  werden. 

Zu  Anfang  des  Jahres  1797  beginnt  Gauß  sich  systematisch 
mit  der  Theorie  der  elliptischen  d.  h.  zunächst  der  lemniskatischen 


1)  "Wesentlich  tiefer  geht  die  (von  ihrem  Herausgeber  Herru  Fricke  nicht 
datierte)  Notiz  Werke  ßd.  VIII  S.  93,  94 ;  wir  kommen  auf  diese  später  zurück, 
da  sie  aus  späterer  Zeit  stammt. 

2)  45)  — 49)  ebenda  S.  12.  Es  mag  hier  auf  die  beideu  wahrscheiulich  zu 
einander  gehörigen  Tagebuchnotizen  42),  43)  vom  Oktober  179G  (ebenda  S.  11) 
hingewiesen  werden,  die  absichtlich  in  rätselhafter  Form  gehalten  sind. 
Daß  das  „Vicimus  GEGAN"  der  Notiz  43)  auf  das  agM.  bezogen  werden  könnte, 
habe  ich  in  den  „Fragmenten"  hervorgehoben. 

3)  Bei  S.  10-11  des  Leiste  findet  sich  eine  Auf/.eichuung  betitelt:  ,, Beweis 
des  Lagrangeschen  Lehrsatzes" ;  ferner  sind  zwei  Blätter  vorhanden  (Fb),  die 
auch  aus  1796  stammen  dürften,  das  eine  hat  den  Titel  „Versuch  eines  neuen 
Beweises  des  La  Graugischen  Lehrsatzes",  das  andere  ist  Werke  VIII,  S.  76 — 79 
abgedruckt. 
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Funktionen  zu  beschäftigen.  Dieser  Gegenstand  hat  ihn  in  Verbin- 
dung mit  der  Untersuchung  der  allgemeineren  Transzendenten,  die 
aus  der  sogenannten  Gaußschen  Reihe 

entspringen,  viele  Jahrzehnte  hindurch,  wenn  auch  mit  Unter- 
brechungen beschäftigt.  Obwohl  Gauß  über  diese  seine  Untersu- 
chungen nur  verhältnismäßig  wenig  veröffentlicht  hat,  so  haben 
dieselben  doch  für  die  Entwickelung  seiner  funktionentheore- 
tischen Gedanken  eine  so  ausschlaggebende  Rolle  gespielt,  daß 
wir  diese  Arbeiten  mit  besonderer  Sorgfalt  verfolgen  müssen. 

Ein  flüchtiger  Blick  wird  auf  den  Stand  zu  werfen  sein,  in 
dem  sich  die  Theorie  der  elliptischen  Integrale  befand,  als  Gauß 
ihr  seine  Bemühungen  zuwandte.  Im  Vordergrund  des  Interesses 
stand  das  Integral  zweiter  Gattung,  das  die  Rektifikation  der  Ellipse 
und  der  Hyperbel  lieferte,  mit  der  sich  wohl  zuerst  Maclaurin 
beschäftigt  hat.  Die  Landensche  Transformation  war  zwar  von 
Lagrange  in  der  bereits  oben  zitierten  Abhandlung  auch  auf  das 
Integral  erster  Gattung  angewandt  worden,  aber  im  Grunde  ge- 
nommen schien  nur  die  einfache  Form,  in  der  sich  bei  Euler  das 
Additionstheorem  der  Integrale  erster  Gattung  dargeboten  hatte, 
diese  Integrale  als  ein  geeignetes  Objekt  für  die  weitere  Unter- 
suchung zu  bezeichnen. 

Gauß  hatte,  wie  wir  gesehen  haben,  von  vornherein  (1796) 
in  gewissen  speziellen  Integralen  erster  Gattung  die  Quelle  für 
eine  Verallgemeinerung  der  trigonometrischen  Funktionen  gesucht; 
er  hat  aber  damit  parallel  und  durchaus  unabhängig  davon  das 
agM.  in  Verbindung  mit  den  Reihen,  deren  Exponenten  die  Qua- 
dratzahlen sind,  in  den  Kreis  seiner  Betrachtungen  gezogen,  und 
wir  werden  zeigen,  wie  bei  ihm  diese  beiden  Fäden  anfangs  von 
einander  unbeeinflußt  neben  einander  herlaufen,  bis  sie  sich  — 
erst  verhältnismäßig  spät,  nämlich  1799  —  mit  einander  vereinigen. 

Es  möge  gleich  vorweg  ausgesprochen  werden,  was  die  im  fol- 
genden zu  schildernde  Untersuchung  des  handschriftlichen  Nach- 
lasses ergeben  hat. 

Gauß  behandelt  das  lemniskatische  Integral  erster  Gattung,  in 
dem  er  die  erste  und  am  nächsten  liegende  Weiterführung  des 
trigonometrischen  Integrals  erkennt,  und  führt  die  Theorie  der  daraus 
entspringenden  Funktionen  zu  einem  hohen  Grade  der  Entwickelung ; 
daneben  arbeitet  er  auch  an  dem  agM.  weiter,  dessen  Zusammenhang 
mit  der  Rektifikation  der  Ellipse  er  gekannt  zu  haben  scheint.     Der 


24  L.  Schlesinger, 

Zusammenhang  zwischen  dem  agM.  und  dem  Integrale  erster 
Gattung  bleibt  ihm  lange  Zeit  verborgen,  er  entdeckt  ihn  erst 
Ende  des  Jahres  1799  auf  einem  merkwürdigen  Umwege,  gewisser- 
maßen durch  die  Beobachtung  der  numerischen  Übereinstimmung 
zweier  Grrößen  bis  auf  die  elfte  Dezimalstelle.  Von  da  ab  laufen 
jene  beiden  Fäden  in  der  Theorie  der  allgemeinen  elliptischen 
Funktionen  zusammen,  in  der  sie  sich  gleichsam  zu  einer  höheren 
Einheit  verbinden.  Wir  werden  der  besseren  Übersicht  wegen 
diese  beiden  Fäden,  so  lange  sie  von  einander  gesondert  verlaufen, 
auch  gesondert  verfolgen  und  zwar  wollen  wir  zuerst  die  Theorie 
der  lemniskatischen  Funktionen,  dann  jene  des  agM.  betrachten. 

b)    Die  lemniskatischen  Funktionen  in  den  Jahren 

1797-1799. 

Schon  die  Tagebuchnotiz  50)  vom  7.  Januar  1797  bringt  einige 
Integralformeln,  die  mit  den  lemniskatischen  Integralen  zusammen- 
hänoren.     Namentlich  die  beiden 


(I)  fs^smxdx  =  2   f-Jj^ 

2/  =  „„  ^ 


Vl-y^     .,  sm 

7  7  /      2/         =  ' 


(II)         f-^  =  2  f  ''y 

J   \/sin  X  J   VI  —  2/* 


sind  in  sofern  von  Interesse,  als  sie  einerseits  auf  die  Stelle  hin- 
weisen, von  der  Gauß  die  Anregung  zur  Beschäftigung  mit  dem 
lemniskatischen  Integral  empfangen  hat,  andrerseits  ein  Beispiel 
dafür  liefern,  wie  gewisse  Formeln  Jahrzehnte  hindurch  immer 
wieder  bei  Gauß  wiederkehren,  so  daß  er  gleichsam  auf  verschie- 
denen Etappen  seiner  wissenschaftlichen  Entwickelung  die  Trag- 
weite seiner  Methode  immer  an  denselben  Formeln  erprobt. 

Auf  dem  Deckel  des  Leiste  findet  sich  die  folgende  Aufzeich- 
nung, die  wohl  noch  aus  1796  stammen  dürfte: 


[Deckel  des  Leiste] 


/, 


^^       —  ^  =  1,311031 


\l{l-p*)         J\smxdx 

nach  Stirling  De  summatione  et  interpolatione  serierum^) 
1,31102877714605987 


1)  Stirling:    Methodus    differentialis    sive   Tractatus    de   summatione    et 
interpolatione  scrierum  infiuitarum  (Lond.  1730). 
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f\/sm  xdx  ■■=  -^  xs  —  jdx  {\föc  —  \/sin  x) 


=  ^/ 


p^dp 

\ia-p*) 

dp 


«1^ 


Der  angegebene  Wert  von    /  — -. —  rührt,  wie  Gauß  in  der 

Scheda  Aa    (1798)    angibt    (abgedruckt   Werke   III,    S.  413)    von 

Euler     her.      An     dieser    Stelle    verifiziert    Grauß    den    Stirling- 

schen  Wert  dieses  Integrals   (der  lemniskatischen   Periode)  „uten- 

7  1  .       . 

tibus  formula  arc  sin  lemn.  -7^5-  +  2  arcsinlemn.  -^  ",  also  mit  Hilfe 

des  Additionstheorems,   auf  11  Dezimalstellen^).     Ebenfalls  in  der 
Scheda  Aa,  aber  an  späterer  Stelle  (abgedruckt  Werke  III,  S.  418) 

berechnet  Grauß  den  Wert  von  y^,   wo   nach   der  von  G-auß  zu 
jener  Zeit  benutzten  Bezeichnung 


-^/ 


\/l-y 


ist,  auf  26  Dezimalstellen  mit  Hilfe  der  zum  lemniskatischen  Ealle 
gehörigen  Thetafunktion.  Endlich  finden  sich  die  beiden  Inte- 
grale (I),  (II)  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  in  der  1812  ver- 
öffentlichten Abhandlung  „Disquisitiones  generales  circa  seriem  atc." 
(Werke  III,  S.  150),  wo  Gauß  die  Stirlingschen  Werte  der  b  e  i  d  e  n 
Integrale 

/    ,  J^     und     f^M^ 

0  " 

auf  17  Dezimalstellen  wiedergibt  und  hinzufügt,  daß  der 
Wert  des  letzteren  Integrals  „ex  nostro  calculo,  artificio 
peculiari  innixo,  =  0,59907011736779610372"    sei.      Da    das    Pro- 

dukt  der  beiden  Integrale   (vergl.  ebenda)  gleich  -j-  ist,  so  ergibt 


1)  Auf  die  lemniskatische  Periode  beziehen  sich  noch  zwei  Leisteaufzeich- 
nungen,  die  ich  in  den  „Fragmenten"  [23]— [28]  und  [41]  veröffentlicht  habe. 
Über  diese  vgl.  a.  a.  0.  S.  17. 

2)  Auf  dem  bereits  erwähnten  Blatte  „Elegantiores  integralis    f  — 

J  yJi^-oo') 

proprietates"  (Fh)  findet  sich  dieselbe  Bemerkung. 


/ 
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sich    hieraus    auch    leicht    der  Wert    des    ersten  Integrals ;    über- 
dies folgt  daraus,    daß  die    erste   auf   dem  Leiste-Deckel    stehende 

Grleichung  noch  einer  Korrektion  (des  Faktors  -j-  in  dem  zweiten 

Gliede)  bedarf.  Der  Vollständigkeit  wegen  erwähnen  wir  noch, 
daß  die  Darstellung  der  lemniskatischen  Periode  durch  das  Integral 
n 

"^  — P=^   auch   in   der  Scheda  Ac  (1799 — 1800)   benutzt   wird 
Vsin  rc 

(abgedruckt  Werke  III,  S.  425). 

Wir  haben  diese  Wertberechnung  der  lemniskatischen  Periode 
darum  hier  so  ausführlich  dargestellt,  weil  dieselbe,  wie  wir  sehen 
werden,  in  der  weiteren  Entwickelung  des  Gaußschen  Gedanken- 
ganges eine  bedeutsame  Rolle  spielt.  Des  weiteren  sehen  wir,  daß 
Gauß  zu  jener  Zeit  mit  dem  Studium  des  ersten  Bandes  von  Eulers 
Institutiones  calculi  integralis  beschäftigt  war,  wo  die  in  der 
Tagebuchnotiz  50)  aufgezeichneten  Integrale  im  VIII.  Kapitel 
behandelt  werden.  Direkt  auf  Euler  weist  die  Tagebuchnotiz  52) 
hin  „Criterii  Euleriani  rationem  sponte  detexi"  ;  die  „Kriterien" 
sind  wahrscheinlich  die  für  die  Ausführbarkeit  eines  binomischen 
Integrals  (siehe  Euler  a.  a.  0.  Problema  9,  §  104 ff.),  auf  solche 
Integrale  beziehen  sich  nämlich  die  beiden  folgenden  Tagebuch- 
eintragungen 53),  54)  und  die  Notiz  59)  vom  2.  März.  Im  Leiste 
stehen  hierher  gehörige  Rechnungen  bei  S.  27,  91,  92,  104. 

Diese  immerhin  etwas  schülerhaften  Exerzitien  gaben  den  An- 
stoß zu  durchaus  selbständigen  Forschungen,  die  Gauß  mit  einem 
Schlage  auch  in  analytischen  Fragen  hoch  über  das  Niveau  seiner 
Zeitgenossen  emporheben. 

-— pendentem    perscrutari 

coepi",  so  lautet  die  Tagebuchnotiz  51)^)  vom  8.  Januar  1797. 
Von  Aufzeichnungen  über  diesen  Gegenstand  kommen  hier  zunächst 
die  folgenden  in  Betracht: 

1)  Notizen  in  Leiste  S.  16—18, 19  (durchstrichen),  20,  21,  25. 

2)  die    von   Schering,    Werke  III   (S.  404-406)    unter   dem 

—        proprietates" 


1)  Mathem.  Ann.  57,  S.  12.  Damit  übereinstimmend  die  von  Scheriug 
Werke  III,  S.  493  erwähnte  Notiz  auf  der  letzten  Seite  der  Scheda  Ac:  Fuiic- 
tiones  lemniscaticas  considerare  coeperamus  1797  Jan.  8. 
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Nr.  [1]— [4]  abgedruckten  schon  erwähnten  Fragmente, 
die  sich  auf  losen  Blättern  gefunden  haben.     (Fh.) 

Gauß  hat  sich  wohl  darum  dazu  entschlossen,  das  lemniskatische 
Integral  zum  Gegenstande  eingehender  Untersuchungen  zu  machen, 
weil  er  in  ihm  auf  Grund  seines  Ursprungs  aus  der  Rektifika- 
tion der  Lemniskate  die  genuine  Analogie  des  trigonometrischen  Inte- 
grals zu  finden  hoff'te;  daß  das  Integral,  das  den  Bogen  der  El- 
lipse darstellt,  keine  Analogie  mit  dem  den  Kreisbogen  liefernden 
trigonometrischen  Integrale  darbietet,  mußte  ihm  schon  aus  der  Form 
des  Additionstheorems  für  die  Integrale  erster  Gattung  deutlich 
werden.  Dieses  Additionstheorem  hat  er  jedenfalls  bei  Euler 
kennen  gelernt  und  es  findet  sich  an  mehreren  Stellen  des  Nach- 
lasses, so  u.  a.  in  Leiste  S.  48  aufgezeichnet  ^).  Aus  dem  Addi- 
tionstheorem erschließt  er  zunächst,  daß  die  Umkehrfunktion  des 
lemniskati sehen  Integrals  eine  eindeutige  und  periodische  Funk- 
tion ist  ^). 

Gauß  setzt: 


X  =  sinlemn 


1)  Es  heißt  dort:  „Integral  v[ou] 


äcp dij,  ^  ^ 


ist 

cos  9  cos  tp  =  cos  |u.  +  sin  «3P  sin  t/j  Y^l  —  c^  sin'^  ft ." 
2)  Gauß  hat  neben  dem  lemniskatischen  Integral  auch  die  Integrale  (Leiste 
S.  52) 

dx 


f-^^=,   f- 

J  \1  +  ax  +  x^      J    ^ 


\J{\  +  ax){l  +  ßx){l  +  yx) 
mit  einer  Funktion  dritten  Grades  unter  den  Wurzelzeichen    betrachtet.     In    der 
Werke  VIII,   S.  93—94  abgedruckten  Notiz    —    die  aber  einer  späteren  Zeit  an- 
gehört —  wird  das  Integral 


dx 


1 

untersucht.  Die  Umkehrfunktion  z  =  P(y)  wird  graphisch  „sinnlich  gemacht" 
und  als  „einförmige  und  zwar  periodische  Funktion"  der  (natürlich  realen) 
Variabein  y  erkannt.  Beide  Eigenschaften  ergeben  sich  auch  dort  aus  dem  Ad- 
ditionstheorem (vergl.  die  Anmerkung  von  Herrn  Fricke  a.  a.  0.  S.  95). 

2 
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und  stellt  die  Additions-  und  (ganzzahligen)  Multiplikationsformeln 
zusammen.  Von  den  letzteren  scheint  Gauß  alsbald  zur  Teilungs- 
gleichung übergegangen  zu  sein,  denn  am  19.  März  1797  trägt  er 
bereits  in  sein  Tagebuch  die  Notiz  ein  ,,Cur  ad  aequationem  per- 
veniatur  gradus  nn^^  dividendo  curvam  lemniscatam  in  7/  partes"  ^). 
Aus  dieser  Bemerkung  geht  auch  unzweifelhaft  hervor,  daß  Gauß  zu 
jener  Zeit  (März  1797)  schon  die  zweite  (imaginäre)  Periode  entdeckt 
hatte,  da  die  doppelte  Periodizität,  und  nur  diese,  den  Grund  da- 
für erkennen  läßt,  weshalb  die  Teilungsgleichung  vom  Grade  w' 
ist  (vergl.  besonders  das  ,,Cur"^)).    Damit  war  ihm  aber  nicht  nur 

1)  lu  der  Handschrift  bezeichnet  Gauß  den  Wert  des  Integrals  von  0  bis  1 
mit  —  TT  und  die  Umkehrungsfunktion  mit 

/dx                   /  1              r        dx       \ 
■ =  CS   —  jr  —    /  —. =^  1 

In  Bezug  auf  die  Bezeichnungen  ist  noch  folgendes  zu  bemerken.  An 
manchen  Stellen  (namentlich  nach  1798  in  Scheda  Aa)  hat  Gauß  für  den  sinus 
und  Cosinus  lemniscaticus  eigene  Zeichen;  1797  im  Leiste  schreibt  er  an- 
fangs dafür  einfach  sin,  cos  oder  auch  nur  s,  c  ;  aber  auch  die  im  Texte  angewandten 
(von  Schering  benutztenj  Abkürzungen  finden  sich  im  Leiste(z.  B.  bei  S.  92,  03).  Die 
Bezeichnung  öj  für  die  halbe  Periode  gebraucht  Gauß  von  1798  an  ganz  konsequent. 
Der  benutzte  Buchstabe  ist  eine  ältere,  den  Druckwerken  des  18.  Jhs.  eigentümliche 
Form  des  n,  die  sich  auch  in  der  „Introductio"  von  Euler  findet;  Gauß  will  also 
daran  erinnern,  daß  öj  für  die  Lemniskate  die  analoge  Rolle  spielt,  wie  n  für  den 
Kreis.  In  den  Aufzeichnungen  im  Leiste  (vergl.  Herrn  Kleins  Anmerkungen,  Math. 
Ann.  57,  S.  14,  15)  wird  der  vierte  Teil  der  lemniskatischen  Periode  mit  U  oder 
geradezu  mit  jr  und  in  der  Tagebuchnotiz  tiS)  (Math.  Ann.  57,  S.  15)  mit  tt'  (d.  h. 
also  das  it  der  Lemniskate !)  bezeichnet. 

2)  Notiz  60),  Mathem.  Ann.  57,  S.  14. 

3)  In  seiner  Gedächtnisrede  auf  Jacobi  (Jacobis  Werke  I,  S.  9)  bemerkt  D  i- 
richlet:  ,,So  hatte  man...  gefunden,  daß  der  Grad  der  mit  Hilfe  des  Eulerscheu 
Satzes  gebildeten  Gleichung,  von  deren  Lösung  die  Teilung  des  elliptischen  Inte- 
grals abhängt,  nicht  wie  in  der  analogen  Frage  der  Kreisteilung  der  Anzahl  der 
Teile,  sondern  dem  Quadrate  dieser  Anzahl  gleich  ist.  Die  Bedeutung  der  reellen 
Wurzeln,  deren  Anzahl  mit  jener  übereinstimmt,  war  leicht  ersiclitlich,  wogegen 
die  zahlreichen  imaginären  ganz  unerklärlich  erscheinen  mußten.  Aber  daß  hier 
ein  Geheimnis  verborgen  liege,  darüber  hatte  mau  vor  Abel  und  Jacobi  kein  Be- 
wußtsein, und  ihnen  war  es  vorbehalten,  sich  zuerst  über  diese  und  ähnliche  Er- 
scheinungen zu  wundern."     Vergl.  auch  a.  a.  0.  S.  11. 

Bei  S.  88  des  Leiste  findet  sich  die  folgende  Zusammenstellung  : 

„0;   ±n-    2/1;    BH;    471  &c 

0;  ±n^^=rr;    ±n±n^—i&c 

0;  ±2n^^T;  ±n±2n^'^^  &C,  &C." 
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der  Zugang  zu  den  tiefsten  Ergebnissen  der  Theorie  der  lemnis- 
katischen  Funktionen  frei  gemächt,  sondern,  er  fand  sich  auch  ge- 
nötigt, seine  Funktionen  für  komplexe  Werte  der  Variabein  zu 
untersuchen. 

Mit  den  auf  die  erwähnte  Notiz  unmittelbar  folgenden 
Tagebuchnotizen  ^)  korrespondieren  Aufzeichnungen  im  Leiste 
von  S.  62  an  bis  über  S.  100  hinaus,  die  wir  also  mit  Sicherheit 
für  die  hier  in  E-ede  stehende  Zeit  in  Anspruch  nehmen  können. 
0auß  bestimmt  auf  Grrund  der  aus  dem  Additionstheorem  folgenden 
Formeln  die  Nullstellen  und  Unendlichkeitsstellen  der  Funktionen 
sin  lemn  und  cos  lemn  und  leitet  daraus  die  Darstellung  dieser 
Funktionen  in  der  Form  von  Quotienten  doppelt  unendlicher  Pro- 
dukte her;  auch  für  die  Konvergenzuntersuchung  dieser  Produkte 
findet  sich  ein  Ansatz  -).  Die  gedachten  Funktionen  erscheinen  also 
als  Quotienten  von  ganzen  transzendenten  Funktionen  (wie  wir  in 
moderner  Terminologie  sagen  würden),  die  Gauß  anfangs  mit 
M,  N,  ^,  V  später  mit  P,  Q,  p,  q  bezeichnet.  Es  werden  nun  diese 
ganzen  Funktionen  in  gewöhnliche  Potenzreihen  der  Variabein  x 
entwickelt,  und  Gauß  hebt  (Werke  III,  S.  406)  hervor,  daß  diese 
Potenzreihen  ,,quavis  convergentia  data  citius  convergunt",  wäh- 
rend die  Potenzreihenentwicklung   des    sin  lemn   divergiert,    wenn 


Unmittelbar  darauf  folgt  das  in  der  Fußnote 2),  hier  unten  angegebene  unendliche 
Produkt.  Das  obige  Schema  gibt  in  der  Ebene  der  komplexen  Variabein  das  qua- 
dratische Punktgitter,  dessen  Bedeutung  für  die  Theorie  der  biquadratischen 
Reste  Herr  Bachmann,  Materialien  I,  S.  20,  erörtert.  Das  a.  a.  0.  ebenfalls  be- 
sprochene allgemeine  parallelogrammatische  Gitter  dürfte  Gauß  in  Betracht  gezogen 
haben,  als  er  im  Jahre  1800  die  allgemeinen  elliptischen  Funktionon  (den  sinus 
lemniscaticiis  universalissime  acceptus,  vgl.  weiter  unten,  S.  42)  untersuchte. 

1)  61),  62),  63),  die  beiden  letzten  vom  21.  bezw.  29.  März;  vergl.  auch  die 
ieiden  Anmerkungen  von  Herrn  Klein  a.  a.  0.  S.  14 — 16. 

2)  Leiste  S.  88  heißt  es: 


l-4r  1(   1- 


y^-i==2fl-fl  +  l+&cV 
2j  Qi  \2   ^  16       81  ^        ) 


)( 


In  derScbedaAa  (begonnen  Juli  1798;  vergl.  weiter  unten)  heißt  es  (Werke  HI, 
S.  415):  ,,Si  valores  s  qui  reddunt  ipsum  sin  lemn  qp  =  0  secundum  regulas  notas 
productum  infinitum  generare  concipiuntur,  nee  non  valores  ipsius  s,  qui  red- 
dunt ipsum  sin  lemn  qp  =  c» ,  quorum  primum  sit  Pq),  secundum  Qcp,  permissum 
erit  (id  quod  rigorose  demonstrare  possumus)  ponere 

Fq> 
sin  lemn  cp  =  -pr —  ". 
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die  Variable   größer    ist  als  — =-  ^)  und  die  für  cos  lemn.  wenn  die 

Variable  größer  ist  als  C3.  Wie  Herr  Königsberger  ^)  bemerkt  hat, 
sind  diese  Zähler  und  Nenner  genau  die  für  den  lemniskatischen 
Fall  spezialisierten  AI-Funktionen  von  Weierstraß. 

Bemerkenswert  ist,  daß  Gauß,  wie  wir  oben  gesehen  haben, 
neben  dem  lemniskatischen  Integral  auch  die  Integrale 

/dx        .  r      dx 

,  bezw.    /    , 

^l-x"  J  \ll+x' 

betrachtet,  offenbar  weil  es  ihm  lehrreich  erschien,  die  bei  diesen 
verschiedenen  Integralen  auftretenden  verschiedenen  Realitäts Ver- 
hältnisse mit  einander  zu  vergleichen;  so  findet  sich  in  Leiste 
S.  39  eine  Darstellung  der  Umkehrfunktion  des  ersteren  Integrals 
als  Quotient  von  doppelt  unendlichen  Produkten^). 

Gauß  stellt  nun  (Leiste  S.  66—71)  Formeln  auf  für  die  Multi- 
plikation der  Variabein  in  den  ganzen  transzendenten  Funktionen 
M,  N  (den  spätem  P,  Q)  mit  2,  4  and  mit  der  komplexen  ganzen 
Zahl  (1  -j-  V  ~  1)>  die  fast  vollständig  mit  denen  übereinstimmen, 
die  sich  auf  S.  63  des  Handbuchs  16  (begonnen  1801)  finden  und 
(in  abgeänderter  Reihenfolge)  in  Werke  III  (S.  410,  411)  abge- 
druckt sind.  Es  sind  dies  zum  Teil  die  Ausführungen  der  in  der 
Tagebuchnotiz  63)  (vom  29.  März  1797)  angedeuteten  Resultate. 

In  Leiste  S.  78  stellt  Gauß  Differentialrelationen  zwischen 
den  Funktionen  P,  Q  auf*),  mit  derselben  Bezeichnung  (P,  Q  statt 
der  früheren  i¥,  N)  ist  auf  S.  26  des  Leiste  ein  Ausdruck  für 
F{nx)  durch  P,  Q  notiert  (siehe  Math.  Ann.  57,  S.  16);  vsdr  haben. 


1)  „sive"  sagt  Gauß  gleich  darauf  schärfer  „si  qp*  ponitur  >  —  ".   qp  ist  a.  a.  0. 

4 

unabhängige  Variable. 

2)  Zur    Geschichte    der    Theorie    der    elliptischen    Transzendenten    (1879), 
S.  95. 

3)  Siehe  Klein,  Math.  Ann.  57,  S.  15  Fußnote;    Gauß  macht  auch  dort  den 
Ansatz  zur  Konvergenzuntersuchung  der  unendlichen  Produkte. 

4)  Er  setzt 


QdP-PdQ        ./          P*  P 
jß =  1/1 —  [dx]      [also  — Y  =  sin  lemn  x] 

und  findet 

I    PQ"—  QP"  =  2QQ  —  2QP+2PP 
II     QP"  —  PQ"  =  2QQ  +  2QP+2PP. 

Die  Bezeichnung  P,  Q  laßt  darauf  schließen,  daß  diese  Eintragung  aus  dem  Jahre 
1798  herrührt. 
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hier  ein  interessantes  Beispiel  dafür,  daß  Gauß  manchmal  auf 
früher  leer  gebliebenen  Stellen  seiner  Notizhefte  spätere  Eintra- 
gungen gemacht  hat. 

Auf  die  Teilung  der  Lemniskate  in  sieben  Teile  bezieht  sich 
eine  Notiz  im  Leiste  S.  69,  auf  die  Fünfteilung  (vgl.  Tagebuch- 
notiz 62)  vom  21.  März)  beziehen  sich  Notizen  in  Leiste  S.  87, 
100,  102. 

Ein  wesentlich  neuer  Gredanke  tritt  Leiste  S.  92  auf,  nämlich 
die  Entwickelung  von  sin  lemn  a  in  eine  Reihe,  die  nach  den  sinus 
der  ungeraden  Vielfachen  von  a  fortschreitet  (vgl.  die  Tagebuchnotiz 
91  b^)),  und  S.  93  eine  Entwickelung  des  „arcus  cuius  sinus  lemn. 
=  5"  nach  sinus  der  geraden  Vielfachen  von  rp  mit  in  Grraden 
ausgedrückten  Zahlenkoeffizienten. 

Damit  hätten  wir  den  auf  lemniskatische  Funktionen  bezüg- 
lichen Inhalt  des  Leiste  erschöpft  und  das  Tagebuch  führt  uns  nun 
in  den  Juli  des  Jahres  1798,  wo  Grauß  (Notiz  92),  a.  a.  0.  S.  21) 
angibt:  „de  lemniscata  elegantissima  omnes  exspectationes  supe- 
rantia  acquisivimus,  et  quidem  per  methodos  quae  campum  prorsus 
novum  nobis  aperiunt." 

Im  Juli  1798  beginnt  Gauß  auch  das  erste  der  von  ihm 
Schedae  benannten  Notizheftchen,  die  Scheda  Aa^),  mit  einer 
augenscheinlich  das  früher  gefundene  zusammenfassenden  Redaktion 
der  Untersuchungen  über  lemniskatische  Funktionen,  die  aber  bald 
(S.  4)  abbricht.  Die  folgenden  Auseinandersetzungen  (S.  6 — 8  der 
Scheda)  tragen  wieder  ganz  den  Charakter  vorläufiger  Notizen  und 
dürften  die  in  der  Tagebuchnotiz  92)  bezeichneten  Entdeckungen 
wiedergeben. 

Es  werden  darin  (S.  6)  die  Zähler  und  Nenner  von  sin  lemn 
und  cos  lemn  zunächst  als  einfach  unendliche  Produkte  dargestellt 
(Werke  III,  S.  416  oben),  dann  sin  lemn  9;  in  eine  Reihe  von  Par- 
tialbrüchen (S.  7)  und  (S.  8)  in  die  nach  sinus  der  ungeraden  Viel- 
fachen von  q)  fortschreitende  Reihe    entwickelt;    während    aber  in 


1)  Dieselbe  steht  zwar  (Math.  Ann.  67,  S.  20)  an  späterer  Stelle,  vergl. 
jedoch  die  bezügliche  Bemerkung  von  Klein,  a.a.O.  zu  91a);  in^  der  Anmerkung 
zu  91b)  hat  Klein  auch  die  Leiste  S.  93  stehende  Entwickelung  angegeben. 

2)  Aus  dieser  sind  in  den  Werken  III  abgedruckt  der  Aufsatz  „De  curva 
lemniscata"  S.  413  ff.:  u.  z.  artt.  1,2,3  (S.3— 4  der  Scheda),  [4]  (S.  6  der  Scheda), 
[6]  (Zeile  2—6,  S.  7  der  Scheda;  Zeile  7,  8,  Seite  8  der  Scheda),  [7]  (bis  Ende 
der  S.  417,  S.  14,  15  der  Scheda,  die  beiden  ersten  Gleichungen  auf  S.  418,  S.  21 
und  22  der  Scheda),  [8]  (die  erste  Gleichung  S.  27,  die  vier  folgenden  und  Zeile 
2—4  V.  u.  S.  23  der  Scheda).  Die  Angabe  Scherings  (HI,  S.  494),  daß  dieser 
art.  [8]  aus  der  Scheda  Ac  stammt,  beruht  auf  einem  Versehen. 
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Leiste  (S.  92,  vergl.  oben)  diese  Reihe  mit  numerischen  Koeffi- 
zienten vorkommt,  sind  hier  ("Werke  IJI,  S.  417,  Zeile  8)  die  Koeffi- 
zienten in  der  das  allgemeine  Gesetz  aufzeigenden  Form 

JT  4  ,  3f  4 

sin  lemn  qc  =  ^=-  — — j— r  sin  op  — —  — j- ^—  sin  3  cp  H • 

gegeben^).  Die  Worte  „ex  expressionibus  supra  allatis  sequitur" 
(S.  7)  und  „hinc  vero  sequitur"  (S.  8)  zeigen  zwar,  daß  Gauß  diese 
Entwickelung  aus  der  Entwickelung  der  Zähler  und  Nenner  von 
sin  lemn  und  cos  lemn  in  einfach  unendliche  Produkte  erschlossen 
hat;  es  wird  aber  wohl  ein  „numerisches  Experimentieren"  vorher- 
gegangen sein  ^). 

Es  folgen  jetzt  (S.  8 — 13  der  Scheda  Aa)  überaus  mühsame  und 

scharfe  Rechnungen  für  -^,  e   ,  e~    ,  e'   ,  f     ^'     (die   zum    Teil 

Werke  III,  S.  431,  Zeile  7  v.u.  bis  432  abgedruckt  sind^)),  die 
Gauß  wahrscheinlich  zu  dem  Zwecke  angestellt  hat,  um  zu  den 
Darstellungen  der  Zähler  und  Nenner  von  sin  lemn  und  cos  lemn 
durch  trigonometrische  Reihen  zu  gelangen.  Dieser  bedeutsame 
Schritt  vollzieht  sich  in  folgender  Weise. 

Es  werden  für  diese  Zähler  und  Nenner  Pqp,  Qtf,  p(p,  q(p^)  die 
Logarithmen  genommen,  die  sich  aus  der  Darstellung  der  Funktionen 

1)  Vergl.  Werke  III,  S.  417,  Zeile  8,  wo  aber  Schering  ipöj  au  Stelle  von  cp 
gesetzt  hat. 

2)  Vergl.  die  Tagebuchnotiz  63)  Math.  Ann.  57,  S.  15,  16  und  die  Anmer- 
kung von  Klein  ebenda. 

3)  Vergl.  Klein,  Math.  Ann.  57,  S.  21 ;  Gauß  hat  bei  diesen  Rechnungen 
Methoden  der  additiven  Zahlentheorie  zur  Anwendung  gebracht,  namentlich  die 
Darstellung  einer  Zahl  durch  die  Summe  von  zwei  Quadraten,  um  ihren  Primzahl- 
charakter zu  entscheiden.  Solche  Rechnungen  linden  sich  vielfach  auch  schon  in 
Leiste,  so  S.  48 :  „discerpendi  283  009  in  bina  quadrata  4225  +  528^  Also  Prim- 
zahl", ferner  S.  96,  103  u.  s.  w.  —  Die  von  Schering,  Werke  III,  S.  426—431  ab- 
gedruckten, auf  wesentlich  feineren  Methoden  beruhenden  Rechnungen  für  die 
selben  Größen  entstammen  wohl  einer  späteren  Zeit,  da  darin  die  Disqu.  Aritlim. 
zitiert  werden  (allerdings  ohne  Angabe  der  Artikelnummer,  so  daß  es  möglich 
wäre,  daß  das  genannte  Werk  damals  noch  nicht  ganz  fertig  gedruckt  war),  wahr- 
scheinlich 1800;  vgl.  weiter  unten. 

4)  Die  hier  so  bezeichneten  Funktionen  unterscheiden  sich  von  den  früher 
ebenso  bezeichneten  (die  Gauß  durch  beständig  konvergente  gewöhnliche  Potenz- 
reihen dargestellt  hatte)  durch  einen  Exponentialfaktor  (vergl.  Werke  III,  S.  416, 
art.  [5]);  während  jene  mit  den  Weierstraßschen  AI  bezw.  ff- Funktionen  iden- 
tisch sind,  fallen  die  hier  auftretenden  mit  den  Jacobischen  ^-Funktionen 
zusammen  (vergl.  Klein,  Math.  Ann.  57,  S.  21,  Anm.  zu  92)). 
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selbst  in  Form  von  einfach  unendlichen  Produkten  mit  Benutzung 
der  Formel 

log  (1 + ,  cos  ^)  =  2  i:  I — L_r^^iÄ 

^^  »  =  ill  +  \/l-i^M       »^ 

(Werke  III,  S.  417,  Scheda  Aa,  S.  14) 

direkt  als  Reihen  ergeben,  die  nach  den  cosinus  der  geraden  Viel- 
fachen von  (p  fortschreiten.  Die  Koeffizienten  dieser  Reihen  werden 
dann  (Scheda  Aa,  S.  21,  22,  Werke  III,  418  oben)  numerisch  an- 
gegeben. Nun  knüpft  Gauß  (Scheda  Aa,  S.  23)  an  die  auch  im 
Leiste  S.  78  (vergl.  oben  S.  20)  aufgezeichneten  Differentialbezie- 
hungen der  Pcp  u.  s.  w.  an  und  findet  die  Darstellung  von  Pcp  selbst 
in  Form  einer  Reihe,  die  nach  sinus  der  Vielfachen  von  tp  fort- 
schreitet, zunächst  mit  numerischen  Koeffizienten  ^).  Es  tritt  dann 
—  offenbar  als  Ergebnis  einer  numerischen  Induktion  —  auf  S.  27 
der  Scheda  Aa  die  Formel 

.    -,  1    /  4     sm  qp  —  e  sm  ö(p-\-  e  sin  5  od 

sm  lemn  i/>  :=  1  / ^ — ^ — — ^ 

V     -y     l-|-2e     '^cos2g)  +  2e        '^cos49> 

auf,  der  sich  dann  auf  S.  28  die  folgenden  anschließen: 

^  ^    03  ]       ^  93t  25«  / 

(10)         (  '    e^  e  ^  e  4  ' 

.^ ,  1  i/  7t  \.       2  cos  2op       2  cos  4q)  ) 


1)  Da  die  betreffende  Stelle  aus  Scheda  Ac   von  Schering   nicht  abgedruckt 
worden  ist,  setze  ich  sie  hierher :  S.  23  steht  zwischen  Zahlenrechnungen : 
„Pqp  =  0,839329011(3  sin  gj 
—  15673989  sin  3qj 

-f-  55  sin  5qp 

'   Q   ~   Q  dq>       'W^  ^   V    ^~~Q^ 
QP'  —  PQ'  =:  \/Q*  —  P*   « 
und  S.  25  (vergl.  Klein,  Math.  Ann.  57,  S.  21) 

Pcp  =  0,839329010926691403  sin  9 

—  1567398860966741  sin'dqi 
+  5466056449  sin  Sqo 

—  37  sin  7qp. 
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4jt       ct    —  9^ 


1— 2e        +2e  — 2e  +■••  = 


(11) 


n 


■jt  9n  25it 


4    .  4     ,  4       , 


=  V| 


Es  folgen  die  (Werke  III,  S,  418,  419  abgedruckten)  numerischen 

"Werte  von 

« 

2e       ,    2e         ,    2e         ,    2e  ,    2e 

Jt  9«  25« 

2e~^    2e~"^,    2e~  ^^, 

die  zur  numerisclien  Verifikation  der  Gleichungen  (11)  dienen. 

Wir  schließen  damit  den  Bericht  über  die  lemniskatische 
Funktionen  für  die  Periode  1797 — 1798  ab  und  fügen  ,nur  noch 
einige  allgemeine  Bemerkungen  hinzu. 

Auf  die  Entwickelung  des  Gaußschen  Gedankenganges  wirft 
eine  Bemerkung  einiges  Licht,  die  Gauß  1828  in  einem  vom  30. 
März  datierten  Briefe  an  Bessel  macht.  Er  schreibt^):  „Zur  Aus- 
arbeitung der  seit  vielen  Jahren  (1798)  angestellten  Untersuchungen 
über  die  transzendenten  Funktionen  werde  ich  vorerst  wohl  noch 
nicht  kommen  können,  da  erst  noch  mit  manchen  andern  Dingen 
aufgeräumt  werden  muß.  Herr  Abel  ist  mir,  wie  ich  sehe,  jetzt 
zuvorgekommen  und  überhebt  mich  in  Beziehung  auf  etwa  ein 
Drittel  dieser  Sachen  der  Mühe,  zumal,  da  er  alle  Entwickelungen 
mit  Eleganz  und  Konzision  gemacht  hat.  Er  hat  gerade  denselben 
Weg  genommen,  welchen  ich  1798  einschlug,  daher  die  große  Über- 
einstimmung der  Resultate  nicht  zu  verwundern  ist.  .  .  .  Jeder 
Mißdeutung  zuvorzukommen  bemerke  ich  jedoch,  daß  ich  mich  nicht 
erinnere,  von  diesen  Sachen  irgend  jemand  etwas  mitgeteilt  zu 
haben  ^). " 

In    der    Tat     ist    Gauß     ebenso     wie     Abel     zunächst     vom 


1)  In  diesen  Formeln   ist  (vergl.  die  Form  in  der  Schering  dieselben  Bd.  III, 
S.  418,  art.  [8]  wiedergibt)  i/>  =  qp  —  zu  nehmen.     In  der  Handschrift  steht  auch 

TT 

linker  Hand  9.  Die  Verwechslung  von  m  mit  n  zieht  sich  auch  in  die  später 
(Scheda  Ac)  entwickelten  Formeln  für  die  allgemeinen  elliptischen  Funktionen 
hinüber,  vergl.  weiter  unten  S.  43. 

2)  Gauß -Bessel    Briefwechsel,    S.  477,    vergl.    auch    den  Werke  111,  S.  495 
zitierten  Brief  von  Gauß  an  Grelle. 

3)  Auf  den  Einfluß,   den  Gauß   (unmittelbar   und   mittelbar)   auf   Abel   aus- 
geübt hat,  wird  weiter  unten  näher  einzugehen  sein. 
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Additionstheorem  ausgegangen,  hat  mit  Hilfe  desselben  die  Perio- 
dizität bewiesen,  dann  die  Nullstellen  und  Unendlichkeitsstellen 
der  Funktionen  sin  lemn  und  cos  lemn  bestimmt  und  aus  diesen 
„secundum  regulas  notas"  die  Darstellungen  der  Zähler  und  Nenner 
in  der  Form  von  unendlichen  Produkten  gewonnen. 

Mit  der  Entwickelung  der  Zähler  und  Nenner  in  trigonome- 
trische Reihen  wie  überhaupt  mit  der  Einführung  dieser  als  selb- 
ständiger Transzendenten  ist  (xauß  allerdings  schon  1798  erheblich 
über  Abels  „Recherches"  hinausgegangen,  —  wenigstens  im  lemnis- 
katischen  Falle.  —  Diese  Einschränkung  muß  gemacht  werden,  da 
keinerlei  Anhaltspunkt  dafür  vorliegt,  daß  Gauß  schon  1798  die 
allgemeinen  elliptischen  Funktionen  behandelt  hat.  Die  Tage- 
buchnotiz 95),  Oktober  1798,  könnte  ja  so  gedeutet  werden,  daß  der 
„novus  in  analysi  campus''  die  Theorie  der  allgemeinen  elliptischen 
Funktionen  wäre,  aber  dieselbe  Wendung  findet  sich  auch  schon 
bei  Notiz  92)  und  1799  bei  der  Notiz  98)  mit  dem  Zusätze  certo, 
so  daß  uns  diese  Deutung  unwahrscheinlich  zu  sein  scheint.  Be- 
denkt man  überdies,  daß  Gauß,  wie  er  am  12.  März  1816  an  Olbers 
schreibt^)  1796 — 98  „die  Hauptsachen  der  Disquisitiones  arithme- 
ticae  gebildet"  und  auch  in  dieser  Zeit  '^)  den  Beweis  des  Funda- 
mentalsatzes  der  Algebra  gefunden  hat,  der  1799  als  Doktor- 
dissertation veröffentlicht  wurde,  so  wird  man  eher  geneigt  sein, 
das  Jahr  1798  von  weiteren  Entdeckungen  zu  entlasten  und  die 
Bemerkung  von  Gauß  über  seine  und  Abels  Methoden  so  aufzu- 
fassen, daß  die  1798  für  den  Fall  der  lemniskatischen  Funktionen 
zur  Anwendung  gebrachten  Methoden  gemeint  seien,  die  sich  ja 
dann  nachträglich  auch  im  allgemeinen  Falle  bewährt  haben. 

c)    Die    Theorie   des    arithmetisch-geometrischen 
Mittels  in  den  Jahren  1797  —  1798. 

Zwischen  den  auf  die  lemniskatischen  Funktionen  und  auf  andere 
Gegenstände  bezüglichen  Aufzeichnungen  im  Leiste  finden  sich 
bei  den  Seiten  25,  26,  37,  48,  49,  56,  83,  88  Notizen  über  die 
Theorie  des  agM.  Diese  Notizen  stammen  allem  Anscheine  nach 
aus  den  Jahren  1797 — 1798,  werden  aber  wenigstens  zum  Teil  als 
der  Niederschlag  noch  älterer  Aufzeichnungen  anzusehen  seien,  die 
wohl  für  uns  verloren  sind  ^).  Ein  Teil  dieser  Leistenotizen  ist  in  den 


1)  Gauß -Olbers  Briefwechsel  I,  S.  629. 

2)  Siehe  Tagebuchuofiz  80),  Math.  Ann.  57,  S.  18  und  Werke  III,  S.  30. 

3)  Der   älteste   vorhandene    Zettel  (Ff)   zu   der   in  Rede  stehenden  Theorie 
trägt  die  Überschrift  »[abgerissenjn  termini  medii  si  nomine  uti  licet  arithmetico- 
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„Fragmenten"  unter  den  Nummern  [1]— [41]  abgedruckt  und  mit  Er- 
läuterungen versehen,  auch  die  Trage  ihrer  Entstehungszeit  ist 
daselbst  eingehend  erörtert;  wir  können  uns  demnach  hier  darauf 
beschränken,  ihren  wesentlichen  Inhalt  kurz  zusammenzufassen. 

Der  elementare  Algorithmus  des  agM.  aus  zwei  realen  Zahlen 
a,  b  war  Gauß  zu  jener  Zeit  geläufig ;  daß  er  neben  dem  direkten 
Mittel  M{(t,b)  auch  die  durch  Rückwärtsverlängerung  der  aus  a,  ö 
hervorgehenden  Kette  und  die  aus  a  und  c  =  \/b^  —  a^  hervor- 
gehenden Ketten  betrachtet  hat,  geht  aus  der  folgenden  (in  den 
„Fragmenten"  nicht  wiedergegebenen)  bei  S.  56  des  Leiste  befind- 
lichen Aufzeichnung  hervor. 


[Leiste,  S.  561 

'a,    a,    a',     a",  .... 

....    'b,    b,    b',     6",  .... 

....  'Ä,  A,  A\  A",  .... 

,...  'B,  B,  B',  B\  .... 


A  =  a  +  b 
B  =  a-b 
A'  =  a  =  \{!a+'b) 

B'  =  Vä^^^    =   H'«-'^) 
A"  =  i{"a  +  "b) 

B"  =  K"«-"^)- 


Gauß  hat  nun  das  agM.  zwischen  den  Zahlen  o,  b  {a  >-  b)  mit 
dem  Umfange  der  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a,  b,  also  mit  dem 
vollständigen  elliptischen  Integral  zweiter  Gattung  in  Verbindung 
gebracht.    Er  setzt  nämlich  die  numerische  Exzentrizität  der  Ellipse 


\/' 


a'-b' 


und  entwickelt  einerseits  den  Ellipsenquadranten 


geometrici  <.     Er  enthält  u.  a.  die  Reihe  (vergl.  Werke  III,  S.  365  letzte  Gleichung) 


>Tm  (1  -t-  :c)  =  1  +  2  :^  1  -f-  —X 

195 


16 


21      ,   ,      31       , 

OC    -\     j-j  .X  .  ^  cc 


1024 


2048 


16384 


,   ,       305       . 

""  ■^^2768"^    ■■ 


wo  Tm(l  -f-x)  das  agM.  (Terminus  medius)  zwischen  1  und  1  +  x  bedeutet,  und 
die  Umkehrung  derselben : 

1  1  3  5     .         23     .  5      , 

.l+..=     l  +  2.-f-^..--.3+_-__.o  +  -^. 


128 

.\ußer  diesem  Zettel  sind  noch  einige  andere  vorhanden,   die    aber  viel  spater  ge- 
schrieben /u  sein  scheinen. 
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1 


VI 

V 

andererseits   den  mit  a  multiplizierten  reziproken  Wert  des  agM. 
nach  Potenzen  von  v: 


n      (,       1.1    o        1.1.1.3     .  ) 

(     M{a,b)        J/(l,v/r=^)  "^  2.2  "^  +   2.2.4.4  ''+■■ 

Durch  Reihenvergleichung  findet  er  dann  die  Beziehungen 
(13)  a=-^a L__.  +  ,^,i) 


an  dv        jif  (1,  \/i  _  j,«)  (7i;  ^{1,  Vi  -  ^') 

(vergl.  die  Formeln  [11]  und  [38]  der  „Fragmente"),  die  historisch 
in  sofern  von  besonderem  Interesse  sind,  als  sie  Beispiele  für  die 
„relationes  inter  funetiones  contiguas"  darstellen,  für  die  durch 
die  angegebenen  Potenzreihen  gelieferten  speziellen  Fälle  der 
Reihe  F{c(,  ß,  y,x). 

Das  lebhafte  Interesse,  das  Gauß  schon  in  sehr  früher  Zeit 
für  Euler  bekundet  hat  —  so  hat  er  sich  auf  den  ersten  Durch- 
schußblättern des  Leiste  eine  Zusammenstellung  der  Schriften  Eulers, 
wahrscheinlich    nach    der   Fußschen  Liste,    aufgezeichnet  —   läßt 

vermuten,  daß  er  die  Reihenentwickelungen  für  q  und  -—-  der  Eu- 


1)  Auf  einem  Blatte  (Ff)  finden  sicli  die  folgenden  Formeln: 
1  1113^         1.1.3.3.5      „ 


1  i.    J_    A    A  .4   ,    1-1 -3. 3 .5 .5 

yT'T*4^'     '    2. 2. 4. 4. 6. G 


F=  ^+'^^ocx  +  -----'-x*+  ^  »   .    .    .   ,T^" 


Es  wird  dann  durch  Differentiation  von  F  und  Reihenvergleichung  die  Formel 

xdF\ 


'^— )(^+^)  =  ^ 


abgeleitet,  die  mit  der  Formel  (13)   unseres  Textes   gleichwertig  ist.     Auch  steht 
auf  derselben  Seite  dieses  Blattes  die  Formel 

F(x)  —  -^fj,—, ^ >"• 

M{1  -j-  X,  1  —  X) 
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lerschen  Abhandlung  „Animadversiones  in  rectificationem  elllp- 
sis"  (Opuscula  varii  argumenti  II,  1750,  S.  121  &.)  entnommen 
haben  mag,  wo  diese  Entwickelungen  in  derselben  Form  auftreten 
wie  in  den  Leistenotizen.  Auch  die  Methoden,  deren  sich  Gauß 
bei  diesen  seinen  Untersuchungen  bedient  hat,  erinnern  lebhaft  an 
Euler;  beide  arbeiten  mit  numerischen  Induktionen,  beide  mit  der 
Transformation  und  Vergleichung  von  Potenzreihen  (vgl.  oben  S.  10). 
Im  höchsten  Grade  überraschend  wirkt  aber  eine  andere  Leiste- 
aufzeichnung, in  der  Gauß  völlig  unvermittelt  durch  die  Gleichung 
(vergl.  die  Formel  [6]  a.  a.  0.) 

(15)  ■ =  (2/2  _^2ß-\-.--y  =  r' 

^     '  i/(l,  VI-»'') 

den  Zusammenhang  zwischen  dem  agM.  und  den  Reihen  herstellt, 
deren  Exponenten  die  Quadratzahlen  sind.  Man  wird  wohl  nicht 
fehlgehen,  wenn  man  diese  Notiz  mit  der  Tagebuchnotiz  58)  vom 
15.  Februar  1797  in  Verbindung  bringt,  in  der  die  Reihe 

1  —  «  +  «^  -  a"  +  ö'*' 

vorkommt  und  wo  es  am  Schluß  heißt:  „unde  facile  omnes  series 
ubi  exp[onentes]  ser[iem]  sec[undi]  ordinis  constituunt  transform- 
antur"  ^).  Beide  Aufzeichnungen  zeigen  (übereinstimmend  mit  der 
Angabe  Scherings,  vergl.  oben),  daß  Gauß  lange  ehe  ihm  die  Theta- 
funktionen,  selbst  im  lemniskatischen  Falle,  bekannt  waren,  sich  mit 
Reihen  beschäftigt  hat,  deren  Exponenten  eine  arithmetische  Pro- 
gression zweiter  Ordnung  bilden. 

Wie  er  die  Beziehung  solcher  Reihen  zum  agM.,  insbesondere 
wie  er  jene  Gleichung  (15)  gefunden  haben  mag,  läßt  sich  nur  ver- 
muten. Es  ist  anzunehmen,  daß  Gauß  bemerkt  hat,  daß  die 
Quadrate  der  Reihen  vijDi  (l{y):  ^{y)  (vgl.  oben  Gl.  (l)  S.  8,  Fuß- 
note) den  Gesetzen  des  agM.  gehorchen,  wenn  man  y  durch  y^, 
2/*,  2/^5  ••  •  ersetzt,  und  daß  er  daraufhin  die  Gleichung  (15)  und  die 
analogen  einfach  angesetzt  hat,  indem  er  sich  die  Größe  z  direkt 
durch  jene  Gleichung  (15)  definiert  denkt.  Für  die  letztere  An- 
nahme sprechen  die  von  Gauß  im  Leiste  aufgezeichneten  Gleichungen 
([2],  [3],  a,  a.  0.) 


1)  In  dieser  Tagebuchnotiz  nimmt  Gauß  selbst  auf  die  Tageburhcintragung  7) 
vom  24.  Mai  179G  Bezug.  Die  rxeihe  1  +  ^  -f-  ^^  -f  J^  -}-  ^*"  -f-  ■  •  ■  kommt  auf  S.  26 
der  Scheda  Aa  vor ;  ein  Zusammenhang  mit  den  übrigen  daselbst  befindlichen  Auf- 
zeichnungen hat  sich  niclit  feststellen  lassen. 
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(16)  J  .  +  |.>  +  4.'+...=4.  +  8.-+... 

denen  sich  noch  (a.  a.  0.  [4])  die  Gleichung 

(17)  -?^^  =  l-4^^^-20^*  +  64^•'  +  ••• 
zugesellt. 

Dagegen  muß  betont  werden,  daß  die  Reihen  p{ij),  q{y)  erst 
in  späteren  Aufzeichnungen  (Ende  1799)  auftreten,  was  freilich 
nicht  ausschließt,  daß  sie  Gauß  schon  früher  bekannt  waren, 
zumal  die  Bezeichnung  r  in  der  Gleichung  (15)  im  Leiste  wirklich 
benutzt  wird.  Die  genuine  Definition  der  Größe  z  durch  das  agM. 
(vergl.  die  Formel  (5)  S.  8)  findet  sich  gleichfalls  erst  Ende  1799, 
und  dürfte  wohl  auch  erst  zu  dieser  Zeit  entdeckt  worden  sein. 
Ich  bin  jedoch  geneigt  anzunehmen,  daß  Gauß  schon  zu  der  hier 
in  Rede  stehenden  Zeit  den  Grenzwert  des  agM.  M{l,v)  für  ein 
gegen  die  Null  abnehmendes  v  untersucht  und  bestimmt  haben 
mag,  da  sich  diese  Bestimmung   (vergl.  die  „Fragmente") 

(18)  lim  M{\,v)  log—  =  -^ 

aus   der    zitierten   Eulerschen  Abhandlung    direkt    ergibt,    wenn 

man  die  von  Gauß   aufgestellte  Relation  (13)  zwischen  q,  -y—  und 

M{1,  Sll-v")  benutzt. 

Für  die  Herleitung  der  Gleichungen  (16),  (17)  kommt  die  außer- 
ordentliche Gewandheit  in  Betracht,  die  sich  Gauß  schon  früh- 
zeitig in  dem  Operieren  mit  Reihen,  deren  Inversion  (durch  die  La- 
grangesche Formel,  vgl.  oben)  und  Transformation  angeeignet  hat. 
Daß  er  aber  die  Bedeutung  der  Größe  z  gleich  erkannt  hat,  indem 
er  mit  ihrer  Hilfe  in  der  Gleichung  (17)  den  Ellipsenquadranten 
als  Funktion  des  Moduls  uniformisiert,  ist  der  vorahnenden  Kraft 
des  mathematischen  Genius  zuzuschreiben,  dessen  geheimnisvolles 
Wirken  wohl  nirgends  in  so  überraschender  Weise  zu  verspüren 
ist,  wie  eben  in  den  Jugendarbeiten  von  Gauß. 

d)  Rückblick.     Die  Inauguraldissertation  (1799). 
Wenn  wir  fragen,  was  aus  dieser  Fülle  von  Einzelresultaten, 
die  Gauß  in  den  wenigen  Jahren  1797—1799  gefundenen  hat,   die 
prinzipiell  nachhaltigste  Wirkung  auf  die  Entwicklung  seines  mathe- 
matischen  Denkens   ausgeübt   hat,    so   werden  wir   vor   allem   die 
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Tatsacte  in  den  Vordergrund  stellen  müssen,  daß  sich  ihm  durch 
die  Entdeckung  der  doppelten  Periodizität  der  lemniskatischen 
Funktionen  die  Bedeutung  der  komplexen  Größen  enthüllt  hat. 
Und  zwar  ihre  Bedeutung  in  zwiefacher  Hinsicht,  nämlich  als  Z  ahl  en 
in  der  Arithmetik  und  als  Variable  in  der  Analysis^). 

Die  Erscheinung,  daß  der  sinus  lemniscaticus  seinen  Wert  nicht 
verändert,  wenn  das  Argument  um  [vi  +  n\l  —  1)2(5  vermehrt  wird, 
wo  m,  n  reelle  ganze  Zahlen  bedeuten,  daß  also  für  diese  Funktion 
die  komplexen  ganzen  Zahlen  m  +  n  sj  —  1  dieselbe  Rolle  spielen 
wie  für  den  sinus  die  reellen,  muß  auf  Gauß  einen  tiefen  Ein- 
druck gemacht  haben,  zumal  die  Ähnlichkeit  des  Verhaltens  der 
lemniskatischen  und  der  Kreisfunktionen  sich  auch  bei  dem  Pro- 
blem der  Teilung  bemerkbar  machte,  worauf  ja  Gauß  in  jener  be- 
rühmten Stelle  der  VII.  Section  seiner  Disquisitiones  arithmeticae 
hingewiesen  hat.  Wir  werden  also  Jacobi  beistimmen  müssen, 
wenn  er ')  über  die  von  Gauß  bewirkte  Einführung  der  komplexen 
ganzen  Zahlen  in  die  Theorie  der  biquadratischen  Reste  sich  wie 
folgt  ausspricht: 

„Aber  wie  einfach  jetzt  auch  eine  solche  Einführung  der 
komplexen  Zahlen  als  Moduln  erscheinen  mag,  so  gehört  sie 
nichtsdestoweniger  zu  den  tiefsten  Gedanken  der  Wissenschaft; 
ja  ich  glaube  nicht,  daß  zu  einem  so  verborgenen  Gedanken 
die  Arithmetik  allein  geführt  hat,  sondern,  daß  er  aus  dem  Stu- 
dium der  elliptischen  Transzendenten  geschöpft  ist,  und  zwar  der 
besonderen  Gattung  derselben,  welche  die  Rektifikation  vom  Bogen 

der   Lemniscata   gibt Gauß   versichert  in  den   ,,Disquisi- 

tiones  arithmeticae",  die  Methode  seiner  Kreisteilung  auf  die  Tei- 
lung der  ganzen  Lemniscata  anwenden  zu  können,  und  verspricht 
hierüber  ein  amplum  opus  zu  einer  Zeit,  in  welcher  er  sich 
sicher  noch  nicht,  seinen  eigenen  späteren  Angaben  zufolge,  mit 
den  biquadratischen  Resten  beschäftigt  hatte.  Auch  ist  es  nicht 
unwahrscheinlich,  daß  er  die  Fundamentaltheoreme  über  biquadra- 
tische Reste  aus  dieser  Quelle  geschöpft  hat." 

Noch  unmittelbarer  ergab  sich  aus  der  Erkenntnis  der  doppelten 
Periodizität  der  lemniskatischen  Funktionen  die  Notwendigkeit,  das 
Gebiet  einer  veränderlichen  Größe  dadurch  zu  erweitern,  daß 
dieser  Größe  beliebige  komplexe  Werte  beigelegt  werden. 

Schon  Euler  hatte  zwar  die  Einführung  der  komplexen  Varia- 
bein in  formaler  Weise  vollzogen,  indem  er  einerseits  den  Zusamraen- 


1)  Vergl.  Bachmann,  Materialien  I,  S.  42,  43. 

2)  Grelles  Journal  19,  Jacobis  Werke  VI,  S.  275  ff. 
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hang  zwischen  den  Kreisfunktionen  uud  der  Exponentialfunktion  be- 
gründet, andererseits  die  Logarithmen  negativer  und  imaginärer 
Zahlen  untersucht  hat').  Für  Gauß  handelte  es  sich  aber  darum, 
durch  Eingehn  auf  die  „wahre  Metaphysik  der  imaginären  Grrößen" 
ihre  reale  Existenz  und  damit  die  Berechtigung,  sich  ihrer  in  der 
Analysis  zu  bedienen,  definitiv  zu  begründen.  Vor  der  Öffentlich- 
keit geschieht  dies  erst  im  Jahre  1831'-),  weil  —  wie  Gauß  sich 
dort  ausdrückt  —  „es  bisher  an  einer  Veranlassung  gefehlt  hat", 
er  fügt  aber  gleich  hinzu,  daß  „aufmerksame  Leser  die  Spuren 
davon  in  der  1799  erschienenen  Schrift  über  die  Gleichungen  und  in 
der  Preisschrift  über  die  Umbildung  der  Flächen  leicht  wieder- 
finden werden." 

Die  erstere  Schrift^)  fällt  ihrer  Entstehungszeit  nach  in 
die  hier  betrachtete  Zeitperiode*),  wir  werden  also  für  das 
Jahr  1797  einerseits  die  Entdeckung  der  Darstellung  komplexer 
Größen  durch  die  Punkte  einer  Ebene,  andrerseits,  als  erste  An- 
wendung dieser  Darstellung,  den  geometrischen  Beweis  der  Wurzel- 
existenz anzusetzen  haben. 

Was  zunächst  den  ersten  Punkt  betrifit,  so  gründet  man 
neuerdings  die  Berechtigung,  komplexe  Größen  als  Substrate 
der  formalen  Rechenoperationen  zu  betrachten,  auf  die  von 
Hamilton^)  herrührende  Auffassung  dieser  Größen  als  Paare 
von   reellen  bezw.  Quadrupel   von  positiven   Größen. 


1)  Über  Eulers  Untersuchungeu  zur  Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen 
Vai'iabeln  berichtet  Stäckel,  Bibliotheca  Mathem.  (III)  1,  S.  113  ft. 

2)  Anzeige,  Theoria  residuorum  biquadraticorum,  Commentatio  secunda, 
Werke  II,  S.  169  ff.;  vgl.  besonders  S.  175 ff. 

3)  Demonstratio  nova  theorematis  etc.  Inauguraldissertation,  Helmstedt  1799, 
Werke  III,  S.  Iff. 

4)  Vergl.  die  Tagebuchuotiz  80)  Oktober  1797:  „Aequationes  habere  radices 
imaginarias  methodo  genuina  demonstratum.  Prom.  in  dissert.  pecul.  mense  Aug.  1799." 

5)  Transactions  of  the  Royal  Irish  Academy  17  (Dublin  1837),  S.  293;  Lec- 
tures  on  Quaternions  (ibid.  1853),  Vorrede.  Im  selben  Jahre  wie  Hamilton  hat 
auch  Johann  Bolyai  in  seiner  der  Jablonowskischen  Gesellschaft  der  W^issen- 
scbaften  eingereichten,  aber  damals  nicht  veröffentlichten  Preisschrift:  Responsio 
ad  quaestiouem  ...  ab  Incl.  Soc.  Sc.  Jablonowskiana  Lipsiae  anno  1837  motara, 
herausgegeben  von  P.  Stäckel ,  Math,  und  naturw.  Berichte  aus  Ungarn  XVI 
(1899),  S.  281  ff.,  dieselbe  Auffassung  der  komplexen  Größen,  wie  sie  bei  Hamilton 
raiftritt,  zur  Geltung  gebracht.  Am  Schlüsse  dieser  Abhandlung  findet  sich 
eine  Kritik  der  in  der  oben  erwähnten  Anzeige  entwickelten  Auffassung  von  Gauß, 
aus  der  wir  die  folgenden  Stellen  hierher  setzen : 

„Neque  notiones  imaginaria  concernentes  in  Gött.gel.  Anz.  [1831]  p.  G32  usque 
638  traditas  lUmi  Gauss  (salvo  respectu  summo  Viro  debito)  pro  satisfacientibus 
habere  possum.    Enim 
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Die  Wurzelexistenz  für  eine  Gleichung  f{z)  =  0,  wo  f  eine 
ganze  rationale  Funktion  von  ^  bedeutet,  beweist  Gauß,  indem 
er  f{x  +  yi)  in  seinen  realen  und  imaginären  Bestandteil  T  +  Ui 
spaltet  und  aus  dem  Verlaufe  der  beiden  algebraischen  Kurven 
T  =  0,  U  =  0  für  große  Werte  von  {x'  +  i/f  ersehließt,  daß 
Schnittpunkte   dieser  Kurven  vorhanden  sein  müssen^). 


imo  notiones  dextri,  sinistri,  supra,  inf ra  etc.  non  determinabantur, 
relativae  sunt,  et  tamquam  minus  geometrica  hie  evitari  debent  possuntque; 

2^0  haud  concipitur,  quomodo  ad  conclusionem,  et  quo  sensu  [perveniatur] 
quöd  +  i  (ut  et  —  i)  sit  proportional is  media  inter  -f-  1  et  —  1,  imprimis  quod 
antea  proportio  generaliter  deönita  haud  sit,  ac  etiam  rhombi  pro  quadrati  sumi 
possunt ; 

3t'o  expositio  haec  innititur  veritati  axiomatis  XI.  dubiosae  contemplatio- 
nique  spatii  in  Arithmetica  evitandae;  cui  priorem  quidem  incommodo  facile  reme- 
dium  afferi  potest,  sumendo  (ut  brevis  sim)  superficiem  sphaericam  radii  infiuiti, 
quam  parasphaericam  appellare  licet, 

4to  (ut  loca  minoris  momenti  praeteream)  phrasis :  quod  a  1  i  a  genera  quan- 
titatum  in  scientia  quantitatis  admitti  non  possint,  haud  probanda  est:  supra 
enim  satis  luculenter  ostenditur,  quantitates  quidem  (pro  lubitu)  quotvis  gene- 
rum  introduci  posse,  sed  solum  modo  non  debere; " 

Gauß  hat  natürlich  von  diesen  Bemerkungen  Johann  Bolyai's  niemals  Kenntnis 
erhalten.  Umso  merkwürdiger  ist  eine  Stelle  aus  einem  aus  späterer  Zeit  (jeden- 
falls nach  1831,  vgl.  weiter  unten  S.  89  und  115)  stammenden  Manuskript  von  Gauß, 
betitelt:  „Bestimmung  der  Convergenz  der  Reihen,  in  welche  die  periodischen 
Funktionen  einer  veränderlichen  Größe  entwickelt  werden  können''  (Fa),  wo  es 
S.  3  Fußnote)  heißt:  „Da  hier  nicht  der  Ort  ist,  in  die  Metaphysik  des  Räum- 
lichen weiter  einzudringen,  so  übergehe  ich  den  Umstand,  daß  die  Wechselbezie- 
hung zwischen  vorwärts-rückwärts  und  rechts-links  erst  durch  die  Hinzufügung 
des  dritten  Gegensatzes  oben-unten,  zwischen  den  Raumtheilen,  welche  die  Fläche 
scheidet,  Haltung  bekommt,  so  wie  den,  daß  dieses  Verhältniss  nicht  durch  eine 
Definition  a  priori  gegeben,  sondern  nur  durch  Zusammenhalten  mit  einem  wirk- 
lich Vorhandenen  drei  Dimensionen  darbietenden  erkannt  werden  kann,  in- 
sofern in  diesem  die  Namen  bereits  feststehen.  Man  vergl.  Göttingische  gelehrte 
Anzeigen  1831,  S.  637  [Werke  II,  S.  177].  Die  abstracte  allgemeine  Lehre  von  den 
complexen  Größen  hat  mit  beiden  nichts  zu  schaffen." 

1)  Wie  P.  Stäckel,  Bibliotheca  Mathematica  (III)  1,  S.  124  hervorhebt,  hat 
d'Alembert  in  seiner  Arbeit  „Recherches  sur  le  calcul  integral",  Histoire  de 
l'Acadfimie  1746  (Berlin,  1748)  S.  182—200,  derselben  die  Gauß  in  den  artt.  5. 
und  6.  seiner  Dissertation  (Werke  III,  S.  7)  kritisch  bespricht,  die  Gleichungen 
T  =  0,  f/  =  0  als  Kurven  in  der  (x,  y)-Ehene  aufgefaßt,  die  durch  die  recht- 
winkeligen Koordinaten  ihrer  Schnittpunkte  diejenigen  Werte  x,y  bestimmen,  für 
die  x-\-y\/  —  l  eine  Wurzel  der  Gleichung  f(z)  =  0  darstellt  (vergl.  außer  der 
von  Stäckel  zitierten  Stelle  Histoire,  S.  191,  Remarque  I-ere,  besonders  auch  a.a.O. 
S.  188).  Es  erscheint  uns  heute  sehr  naheliegend,  von  dieser  Deutung  der  Wur- 
zeln a;-|-yt,  zu  der  Darstellung  einer  beliebigen  komplexen  Größe  x  +  y» 
durch  die  Punkte  einer  Ebene  überzugehn. 
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Kronecker  erblickt i)  „das  eigentliche  Wesen ^'  der  Ganß- 
schen  Schlußweise  darin,  daß  für  das  Kurvensystem  !"=  0,  U=  0 
„die  Kontiguration  in  Bezug  auf  deren  Schnittpunkte  innerhalb 
eines  hinreichend  groß  gewählten  Kreises  nicht  anders  ist,  wie  für 
diejenigen  Kurvensysteme,  welche  aus  einer  „reinen"  Gleichung 
desselben  Grades  hervorgehn".  Man  könne  dies  —  so  fährt  er 
fort  —  daraus  erkennen,  daß  in  der  Gaußschen  Deduktion  „eigent- 
lich nur  die  höchste  Potenz  von  x  +  yi  und  von  den  Koeffizienten 
der  übrigen  Glieder  der  Gleichung  nur  die  Eigenschaft  in  Betracht 
gezogen  wird,  daß  deren  absolute  Werte  unter  einer  gewissen 
Grenze  liegen,  sodaß  eine  dabei  zulässige  Veränderung  der  Koeffi- 
zienten die  Deduktion  nicht  berührt^)." 

Daß  Gauß  in  der  Inauguraldissertation  die  Anwendung  der 
komplexen  Größen  äußerlich  vermeidet,  dürfte  seinen  Grund  haupt- 
sächlich in  dem  Bestreben  haben,  sich  den  Gewohnheiten  seiner  Zeit- 
genossen möglichst  anzupassen  (vergl.  oben  S.  2).  Als  Gauß  bei 
Gelegenheit  seines  goldenen  Doktorjubiläums  (1849)  eine  neue  Dar- 
stellung seines  alten  Beweises  mit  Benutzung  komplexer  Größen 
gab^),  war  „der  Begrifi"  der  komplexen  Größen  jedermann  geläufig" 
und  unter  dem  „jedermann"  dürfen  wir  wohl  auch  Gauß  selbst  mit 
einbegreifen,  denn  1797  hatte  auch  er  vor  dem  Operieren  mit 
komplexen  Größen  noch  eine  gewisse  Scheu,  die  sich  z.  B.  in  der 
Fußnote,  Werke  III,  S.  6,  aber  auch  sonst  in  seinen  Aufzeichnungen 
deutlich  erkennen  läßt. 

Auf  der  letzten  Seite  des  Tagebuchs  befindet  sich  die  folgerde 
Aufzeichnung : 

„Quantitates  imaginariae:  Quaeritur  criterium  generale,  se- 
cundum  quod  functiones  plurium  variabilium  complexae  ab  incom- 
plexis  dignosci  possint." 

Ob  diese  Notiz  auch  schon  in  die  hier  besprochene  Jugendzeit 


1)  Berliner  Monatsbericht  1878,  S.  151,  152. 

2)  Man  hat  (vergl.  z.B.  Rudio,  Züricher  Vierteljahrs schrift  39,  1894) 
Bedenken  dagegen  geltend  gemacht,  daß  sich  Gauß  (siehe  etwa  Werke  III,  S.  27) 
auf  Eigenschaften  allgemeiner  algebraischer  Kurven  beruft.  Gauß  sagt  selbst 
(Werke  III,  S.  29):  „Denique  observ^,  minime  impossibile  esse,  ut  demonstratio 
praecedens  .  .  .  etiam  in  forma  mere  analytica  exhibeatur."  Bei  einer  solchen 
„Arithmetisierung"  des  Gaußschen  Beweises  —  die  meines  Wissens  bisher  nicht 
durchgeführt  ist,  deren  Durchführung  aber  in  hohem  Maße  erwünscht  wäre  —  wird 
es  wohl  nötig  sein,  die  ganz  spezielle  Natur  der  algebraischen  Kurven  T  =  0, 
!/■  =  0  auszunutzen. 

3)  Beiträge  zur  Theorie  der  algebr.  Gleichungen  1849,  Werke  III,  S.  71  ff. 
(Jubiläumsschrift). 
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fällt,  läßt  sich  woKl  ebensowenig  entscheiden  wie  die  Fragen),  ob 
etwa  die  bereits  erwähnte  letzte  Tagebuchaufzeichnung  des  Jahres 
1798:  „Novus  in  analysi  campus  se  nobis  aperuit,  scilicet  in- 
vestigatio  functionum  etc.  2)"  auf  die  Funktionen  eines  komplexen 
Arguments  gedeutet  werden  könnte. 

4.  Die  Jahre  1799—1800.    Scheda  Ac.    Allgemeine 
elliptische  Funktionen. 

Die  beiden  Fäden  (lemniskatische  Funktionen  und  agM.),  die 
wir  im  vorigen  Abschnitte  von  einander  unbeeinflußt  neben  einander 
herlaufen  sahen,  vereinigen  sich  nach  der  Tagebuchnotiz  98)  am 
30.  Mai  des  Jahres  1799,  indem  Grauß  die  Bemerkung  macht,  daß 
das  agM  zwischen  1  und  \/2   bis   auf  die   elfte  Dezimalstelle    mit 

dem  "Werte  -z-  übereinstimmt;   „qua  re  demonstrata"   —  so  fügt  er 

hinzu  —  „prorsus  novus  campus  in  analysi  certo  aperietur." 

Man  wird  wohl  nicht  fehlgehn,  wenn  man  in  Bezug  auf  die  Veranlas- 
sung zu  diesem  numerischen  Experiment  die  folgende  Annahme  macht. 

C5 

Gauß  hatte  für  —  die  Darstellung  (Scheda  Aa,  siehe  oben  S.  24  die 

7t 

zweite  der  Gleichungen  (11)) 

n  97t  25« 

—  ^4e         +e  -\-e  +•■ 

7t  \ 

abgeleitet.  Andererseits  war  ihm  die  Darstellung  (Leiste,  siehe 
oben  S.  28,  Gl.  (15)) 

1  9  25 

=  =  4U     +s     +s     +■ 


für  den  reziproken  Wert   des  agM  bekannt.     Die  Reihen  auf  den 


n 


9 

rechten  Seiten  stimmen  für  ^  =  e     "    überein.     Nun  findet  sich  in 
der  Scheda  Aa  (S.  10)  der  Werke  III,  S.  432  wiedergegebene  Wert 

n 

e      ^    =  0,2078957; 

setzt  man  diesen  in  die  Formel  (Leiste,  siehe  oben  S.  29  die  zweite 
der  Gleichungen  (16)) 


1)  Siehe  Bachmann,  Materialien  I,  S.  43. 

2)  Notiz  95). 
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V  =  4  ^  —  16  ,e^  —  56  ,?* 

für  s   ein,    so   ergibt   sich   für  v  ein  Wert,   der  angenähert   gleich 
\]\    ist.    Nun  wäre  für  v  =  \^\ 


M{l,\Ji-v')         M{S/2,1) 
Gauß  konnte  also  den  Versuch  machen,  die  numerischen  Werte  von 
J/(V'2, 1)  und  -^=-  mit   einander    zu   vergleichen^).      Das    Resultat 

dieser  Vergleichung  wäre  die  Tagebuchnotiz  98)  vom  30.  Mai. 

Indessen  bleiben  diese  Untersuchungen,  wie  es  scheint,  vorläufig 
liegen;  Gauß  i:?t  ja  zu  dieser  Zeit  mit  der  Redaktion  und  dem 
Druck  der  „Disquisitiones  arithmeticae"  beschäftigt,  die  Inaugural- 
dissertation wird  ebenfalls  in  diesen  Wochen  redigiert  worden  sein-) 
und  endlich  bezeugt  die  Tagebuchnotiz  99)  vom  September  1799, 
daß  Gauß  im  Sommer  dieses  Jahres  seine  Aufmerksamkeit  den 
Prinzipien  der  Geometrie  zugewendet  hat^). 

Erst  im  November*)  erfolgt  eine,  neue  Entdeckungen  über  das 
agM.  anzeigende  Tagebuchnotiz,  diese  noch  in  Braunschweig,  und 
bald  folgen  ihr  —  schon  in  Helmstedt  —  zwei  weitere  Notizen 
vom  14.  und  23.  Dezember  über  denselben  Gegenstand '").     Im  No- 

1)  In  den  „Fragmenten"  habe  ich  darauf  hingewiesen,  daß  Gauß  nach  den 
in  den  Leistenotizen  enthaltenen  Formeln  in  der  Lage  gewesen  wäre,  ohne  wei- 
teres die  Übereinstimmung  von  3I(\/2,  1)  mit  ^r   zu    erhärten ;    ich   versuche  da- 

selbst  auch  eine  Erklärung  dafür  zu  geben,  daß  Gauß  trotzdem  im  Mai  1799  den 
Weg  der  numerischen  Induktion  betreten  hat. 

2)  Yergl.  Brief  an  Bolyai  vom  22.  April  1799,  Briefw.  S.  22. 

3)  Am  24.  Mai  ist  Gauß  mit  "W.  Bolyai  vor  des  letzteren  Abreise  nach  Sie- 
benbürgen zu  Clausthal  a.  Harz  zusammengetroffen  (Siehe  Gauß-Bolyai  Briefwechsel 
S.  26,  27;  die  Angabe  Bolyais  a.a.O.  S.  146,  das  Zusammentreffen  habe  am 
24.  Juni  stattgefunden,  beruht  auf  einem  Schreib-  oder  Gedächtnisfehler).  Vielleicht 
hat  dieses  Zusammentreffen  Gauß  zur  erneuten  Beschäftigung  mit  den  Prinzipien 
der  Geometrie  angeregt. 

4)  Aus  einem  neuerdings  von  Herrn  Brendel  im  Gaußarchiv  aufgefundenen 
Briefe,  den  Job.  Friedr.  Pfaff  am  24.  Nov.  an  Gauß  gerichtet  hat,  geht  hervor, 
daß  Gauß  seine  Bemerkung  vom  30.  Mai  an  PfaiF  brietlich  mitgeteilt  hatte.  Pfaff 
schreibt,  er  habe  sich  sehr  dafür  interessiert,  und  macht  auch  einige  auf  das 
agM.  bezügliche  Bemerkungen,  die  aber  den  in  Rede  stehenden  Gegenstand  nicht 
jnmittelbar  berühren.  Jedenfalls  geht  aus  diesem  Briefe  hervor,  daß  die  Bezie- 
hungen zwischen  Gauß  und  Pfaff  auch  wissenschaftlich  recht  nahe  waren.  Be- 
kanntlich hat  sich  Gauß  vom  Dezember  1799  bis  gegen  Ostern  1300  in  Helmstedt 
als  Hausgenosse  von  Pfaff  aufgehalten.  Auf  die  Beziehungen  der  beiden  Männer 
wird  an  anderer  Stelle  genauer  einzugehen  sein. 

5)  100) — 102),  vergl.  die  zugehörigen  Anmerkungen  von  F.  Klein. 

3* 
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vember  1799  beginnt  Ganß  auch  ein  neues  Notizheft,  die  Scheda  Ac, 
und  wir  sind  durch  die  vollständige  Konkordanz  der  in  diesem 
Heftchen  enthaltenen  Aufzeichnungen  mit  den  erwähnten  und  den 
weitern  Tagebuchnotizen  105),  106),  108)  in  der  glücklichen  Lage, 
nicht  nur  den  Gredankengang  von  Gauß  in  dieser  an  wichtigen 
Fortschritten  so  reichen  Zeit  wiederherstellen,  sondern  sozusagen 
auch  Tag  für  Tag  verfolgen  zu  können,  wie  weit  Grauß  ge- 
kommen war. 

Wir  geben  zunächst  eine  summarische  Inhaltsangabe  dieser 
Scheda. 

Sie  hat  auf  dem  Titelblatt  die  Aufschrift  „Varia  Novbr.  1799''. 

Dann   folgt  „Imprimis  de  integrali    (-; "  ,     was    aber,. 

wie  auch  Schrift  und  Tinte  zeigte,  nicht  gleichzeitig  mit  der  Aufschrift 
selbst,  also  offenbar  später  angebracht  worden  ist.  Die  Seiten  1 — 8 
enthalten  „Grundlehre  oder  Analysis  des  Raumes"  (räumliche  Ko- 
ordinaten und  sphärische  Trigonometrie).  Auf  S.  7  oben  stehen  die 
folgenden  Ent Wickelungen :  (abgedruckt  Werke  III,  S.  423,  [15]) 

cö  /        /ivn       /l     3\'    1       /l     3    5\'  1    ,         \JT 


1.2.3    1      1.2.3.5.6.7   J^ 
"^2T474'9  ■^2.4.4.6.8.8 '81 
(ß) 


1.2.3.5.6.7.9.10.11       1 
^2.4.4.6.8.8.10. 12. 12*  729 


\/| 


(y) 


"^4*4'9"^4"4"8*8'81 


+ 


1.3.5.7.9.11       1        \J2'> 
4747878.12.12"  729 


■Vf 


1)  Die  Reihe  (a)  findet  sich  auch  (mit  der  älteren  Bezeichnung  11  statt  ^m 
für  die  lemniskatische  Periode)  auf  der  Rückseite  des  Titelblatts  von  Leiste  (siehe 
„Fragmente"  [41]).  Ebenda  ist  auch  die  Reihe  (ß)  angedeutet  und  (wie  Herr  Brendel 
neuerdings  bemerkt  hat)  mit  ihrer  Hilfe  der  Wert  von  77  auf  15  Dezimalstellen 
berechnet.  Dieselbe  Reihe  (ß)  ist  auch  im  Tagebuch  (Notiz  91a)  mit  der  Datie- 
nxng  Juli  [1798]  aufgezeichnet.  Es  scheint  hiernach,  daß  die  erwähnte  Notiz  auf 
der  Titelrückseite  des  Leiste  aus  derselben  Zeit  (Juli  17'J8)  herrührt,  und  daß 
auch  die  Leiste-Notizen  [1]— [22],  [29]— [40]  der  „Fragmente"- 
damals  eingetragen  worden  sind.  Gauß  dürfte  also  zu  jener  Zeit  die 
letzten  Eintragungen  in  den  Leiste  gemacht  und  unmittelbar  nachher  dia 
Scheda  Aa  begonnen  haben. 
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05        2 
Auf  S.  9  folgen  zunächst  zwei  Reihenentwickelungen  für — , 

von  denen  die  eine  Werke  III,  S.  423,  [15]  abgedruckt  ist,  dann 
kommen  die  von  mir  in  den  ,, Fragmenten"  unter  den  Nummern 
[42] — [51]  abgedruckten  Aufzeichnungen,  die  bis  S.  10  der  Scheda 
gehen.  Auf  diese  bezieht  sich  die  Tagebuchnotiz  100),  sodaß  die 
Seiten  9,  10  der  Scheda  im  November  noch  in  Braunschweig  ge- 
schrieben sein  dürften.  S,  11  beginnen  mit  anderer  Tinte  die 
Aufzeichnungen  ,, Fragmente"  [52] — [74],  die  mit  den  Tagebuch- 
notizen 101),  102)  korrespondieren,  also  in  der  zweiten  Hälfte  des 
Dezember  in  Helmstädt  geschrieben  sein  dürften;  sie  füllen  die 
Seiten  11 — 13  der  Scheda.  Die  auf  S.  14  beginnenden  Notizen  sind 
im  wesentlichen  Werke  III,  S.  423,  [16]  bis  S.  425  abgedruckt.  Die 
folgenden  Seiten  der  Scheda  sind  viel  flüchtiger  geschrieben,  numeri- 
sche Rechnungen  wechseln  mit  Formeln.  Eine  Zusammenstellung  der 
auf  der  S.  26 — 51  enthaltenen,  auf  allgemeine  elliptische  Funktionen 
bezüglichen  Formeln  findet  sich  —  mit  teilweise  veränderten  Be- 
zeichnungen und  in  vom  Original  abweichender  Reihenfolge  — 
in  Bd.  III,  S.  433 — 435;  auf  lemniskatische  Funktionen  bezüg- 
liche Formeln  der  Scheda  Ac  sind  Werke  III,  S.  419  Art.  [9] 
(S.  29  der  Scheda)  und  [10]  (S.  37  der  Scheda)  abgedruckt.  Art.  [8], 
S.  418  stammt  (entgegen  den  Angaben  Scherings  S.  494)  aus 
Scheda  Aa  (vgl.  oben  S.  21)  bis  auf  die  letzte  Formel  dieser  Seite, 
die  der  Scheda  Ab  entnommen  ist. 

„Circa  terminos  medios  arithmetico-geometricos  multa  nova 
deteximus"  heißt  es  in  der  Tagebuchnotiz  100)  vom  November  1799. 

Nach  den  Aufzeichnungen  der  Scheda  Ac  handelt  es  sich  dabei 
wesentlich  um  zwei  Entdeckungen.  Die  eine  betrifft  die  Koeffi- 
zienten der  Entwickelung 

(19)  ^ =  Ä  +  Ä'  cos  (p  +  A"  cos  2(p  -{-  Ä'"  cos  S  cp  -^  ■'  • 

\/l  — cos  (p.0 

(„Fragmente"  [42]),  die  Gauß  durch  Reihen,  die  nach  positiven  ganzen 
Potenzen  von  s  fortschreiten,  darstellt,  die  zweite  bezieht  sich  auf 
das  Verhalten  des  agM.    M{1,  x)  für  große  Werte  von  x. 

Aus  der  Formel  (18)  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  zweite  der  Glei- 
chungen (16) 

(20)  lim  M{1,  v)log:s  =  -^ 
oder  für  v  =  — 

X 
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(21)  lim   J/(l,^)-log-  =  1 

und  dies  führt  zu  dem  Ansatz  („Fragmente"  [45]— [50]) 

a       ß 


X 
%  \  X        x" 


(22)  M(\,x)  =  ^^ — j 

log 


z 


Dies  ist  die  Darstellung,  von  der  G-auß,  Tagebuchnotiz  101)  am 
14.  Dezember  1799  schreibt :  „Medium  arithmetico-geometricum  tam- 
quam  quotientem  duarum  functionum  transcendentium  repraesentabile 
esse  iam  pridem  inveneramus."  Nun  fährt  er  fort  „nunc  alteram  harum 
functionum  ad  quantitates   integrales  reducibilem  esse  deteximus.'' 

Dies  finden  wir  auf  S.  11  der  Scheda  Ac  ausgeführt;  Gauß  be- 
zeichnet daselbst  den  reziproken  Wert  des  Zählers  in  (22)  mit  Q,  ent- 
wickelt diese  G-röße  nach  fallenden  Potenzen  von  x  und  erkennt  in 

ihr  den  von  qp  unabhängigen  Teil  von  (x*  —  cos'^  9?)  '^  (vergl. 
oben  Gleichung  (19)  und  die  im  Anhang  1.  abgedruckten  Aufzeich- 
nungen), den  er  nunmehr  mit  dem  Werte  des  Integrals 

identifiziert '). 

Am  23.  Dezember  1799  schreibt  Gauß  ins  Tagebuch:  „Medium 
arithmetico-geometricum  ipsum  est  quantitas  integralis.    Dem.". 

Er  bemerkt  also  jetzt  (siehe  die  Aufzeichnung  [56]  der 
„Fragmente",  Scheda  Ac,  S.  7),  daß  die  Reihenentwickelung  für  Q 
mit  der  für  den  reziproken  Wert  des  agM.  (siehe  oben  (12)  zweite 

Gleichung)  übereinstimmt,  daß  also  einerseits  yr  selbst  ein  agM.  ist, 

und  daß  andererseits  der  reziproke  Wert  des  agM.  durch  das  In- 
tegral (23),  und  durch  das  konstante  Glied  der  Reihenentwicke- 
lung  (19)  gegeben  wird. 

Wann  Gauß  die  nun  folgenden  Aufzeichnungen  gemacht  hat, 
die  ihn  zu  den  Formeln  („Fragmente"  |67] — [74]) 


1)  Man  vergl.  hierzu  die  Darstellung  im  Handbuch  15,  S.  14,  abgedruckt  in 
Werke  III,  S.  370—371,  die  aus  etwas  späterer  Zeit  (18ü0)  stammt. 
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(25)  {       "  ' 

^ =  (2.-  +  2^«  +  ..-)^  +  (l+2.~*  +  2.-'«+--.)' 

31(1, \/l^^ 

und  damit  zu  einem  gewissen  Abschluß  der  Theorie  des  agM. 
führen,  läßt  sich  nicht  ganz  genau  feststellen.  Diese  Aufzeich- 
nungen gehen  bis  zur  S.  15  der  Scheda  Ac.  Da  sich  aber  auf 
S.  22  der  Scheda  die  Werke  II,  S.  311  abgedruckte  Aufzeichnung 
über  ternäre  Formen  findet*),  und  Grauß  auf  diesen  Gegenstand 
bezügliche  Untersuchungen  in  der  Tagebuchnotiz  103)  vom  13.  Fe- 
bruar 1800  erwähnt,  so  kann  man  wohl  annehmen,  daß  er  die 
durch  die  Gleichungen  (24),  (25)  bezeichneten  Entdeckungen  vor 
dem  13.  Februar  1800  gemacht  hat,  und  daß  erst  dann  eine  Pause 
in  den  Arbeiten  über  elliptische  Funktionen  eingetreten  ist. 

Wir  sehen,  daß  Gauß  durch  die  Entdeckung  des  Zusammen- 
hanges zwischen  dem  ag]\[.  und  dem  vollständigen  elliptischen  Inte- 
gral erster  Gattung  erst  auf  die  Bedeutung  des  Integrals  erster 
Gattung  für  die  allgemeine  Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
aufmerksam  geworden  ist.  Vorher  war  er  offenbar  der  Ansicht, 
daß  das  Analagon  der  Kreisfunktionen  nur  bei  denjenigen  Inte- 
gralen zu  suchen  sei,    die   ähnlich  wie   das  Kreisbogenintegral  die 

yl  —  X* 
die  der  Lemniskate,  das  allgemeine  Integral  zweiter  Gattung  die 
der  Ellipse.  Aber  die  weiteren  Entwickelungen  aus  der  Theoiie 
des  agM.  lieferten  ihm  noch  weit  mehr  als  diese  bloße  Anregung 
zur  Beschäftigung  mit  dem  Integral  erster  Gattung. 

Die  Einsicht,  daß  die  1798  für  die  lemniskatische  Periode  ge- 
fundenen Reihen  (11)  (S.  24)  sich  aus  den  jetzt  für  das  allgemeine 
agM.  gefundenen  Reihen  (25)  für  v  =  \/^  ergeben,  enthüllte  ihm 
die  Bedeutung  der  auf  den  linken  Seiten  von  (25)  auftretenden 
Ausdrücke  als  Perioden  (um  in  moderner  Terminologie  zu  sprechen) 
des  allgemeinen  elliptischen  Integrals  erster  Gattung. 

Große  Schwierigkeiten  mögen  ihm  aber  die  Realitätsverhält- 
nisse bereitet  haben.  Schon  für  die  Wahl  des  Moduls  bot  das 
lemniskatische  Integral  keinen  rechten  Anhaltspunkt,  weil  für  dieses 
der  Modul  bald  gleich  \J —  1  also  imaginär,  bald  gleich  Vi»  also 
real   und  kleiner   als  Eins  erscheint.     Wir  sehen  in  der  Tat.    wie 


1)  Vergl.  Bachmann,  Materialien  I,  S.  19. 
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Gauß  zwischen  den  verschiedenen  Normalformen 

du  C  du  r  dx 


/du     _         r du r 
V/1+ftcos^'         J  \Ji^~i?s'm'u'         J  \/ii^ax'){l-ßx') 
(Scheda  Ac,  S.  26)     (Scheda  Ac,  Titel)     (Tagebuch  Nr.  105)  und 

Werke  VIII,  S.  96) 

lange  Zeit  hin-  und  herschwankt.  Wie  mühevoll  mag  ihm  erst 
die  Erkenntnis  dessen  geworden  sein,  daß  der  Quotient  der  Pe- 
rioden eines  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  allemal  eine 
imaginäre  Größe  sein  muß! 

Einen  Einblick  in  diese  Zeit  des  Langens  und  Bangens  ge- 
währt die  folgende  Aufzeichnung,  die  sich  auf  einem  Zettel  ohne 
Datum  findet,  die  aber  offenbar  an  den  Anfang  des  Jahres  1800 
zu  setzen  ist  ^) : 

„Der  üadicalfehler,  woran  meine  bisherigen  Bestrebungen,  den 
Geist  der  elliptischen  Function  zu  verkörpern,  gescheitert  sind, 
scheint  der  zu  sein,  daß  ich  dem  Integral 

d(p 


/^ 


VCl-e^'sin» 

die  Bedeutung  als  Ausdruck  eines  endlichen  Theils  der  Kugelfläche 
habe  unterlegen  wollen,  während  es  wahrscheinlich  nur  einen  un- 
endlich schmalen  Kugelsector  ausdrücken  soll." 

Was  Gauß  hier  als  ,, wahrscheinlich"  bezeichnet,  wäre  also, 
daß  jenes  Integral  (für  e  real  und  kleiner  als  Eins)  zwei  reelle 
Perioden  mit  incommensurablem  Verhältnis  besitzt  ^) ;  aber  wie  ein 
Blitz  leuchtet  dieser  Irrtum  in  die  Gedankenwerkstatt  von  Gauß 
hinein:  wir  sehen,  daß  er  die  komplexe  Variable  auf  der  Kugel 
interpretiert  und  den  dem  Periodenparallelogramm  entsprechenden 
Fundamentalbereich  entwirft,  wir  sehen,  daß  er  aus  der  Existenz 
zweier  realer  Perioden  auf  das  Vorhandensein  einer  unendlich 
kleinen  Periode  schließt.     Und  alles  das  im  Jahre  1800! 

Endlich  am  I.Mai  1800  heißt  es  im  Tagebuch  105):  „Theoriam 
quantitatum  transcendentium 

dx 


ß 


\J{l-ax'')(l-ßx') 
ad  summam  universalitatem  perduximus",  weiter  am  22.  Mai,  106) : 

1)  Am  1.  Mai  1800  hat  Gauß  nämlich  schon  völlige  Klarheit  erreicht,  vergl. 
Tagebuch  105)  und  weiter  unten. 

2)  Bekanntlich  hat  auch  Abel  eine  Zeitlang  mit  diesem  Paradoxon  gekämpft ; 
yergl.  Gundelfinger,  Sitzungsberichte  der  Berl.  Akad.  1898,  S.  344. 
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„Incrementum  ingens  huius  theoriae  invenire  contigit,  per  quod 
simul  omnia  praecedentia  ^)  nee  non  theoria  mediorum  arithmetico- 
geometricorum  pulcherrime  nectuntur  infinitiesque  augentur." 

An  Aufzeichnungen  über  die  hier  bezeichneten  Entdeckungen 
kommen  die  folgenden  in  Betracht, 

Einmal  die  beiden  in  Bd.  VIII,  S.  92—94  und  S.  96  abge- 
druckten Fragmente,  wo  Grauß  vom  elliptischen  Integral  erster 
Gattung  ausgeht,  und  zwar  in  der  ersten  bereits  oben  S.  17  er- 
wähnten Notiz  -)  von 


dx 


Vi  +  oc' 

—  1 

in  der  zweiten^)  von 


JT(^), 


/, 


dx 


(p. 


\Jl-x\  l-iix" 

Beiden  gemeinsam  ist  der  gewissermaßen  formale  Ansatz  für  die 
Umkehrungsfunktion,  die  für  das  erste  Integral  mit  Hilfe  des 
Additionstheorems  und  der  realen  Periode  untersucht  wird,  während 
für  das  zweite  Integral  die  Darstellung  der  Umkehrungsfunktion 
X  =  f{cp)  in  der  Eorm  eines  Quotienten  von  beständig  konver- 
genten Potenzreihen  (den  Weierstraßschen  Funktionen  AI)  in  der 
Weise  gegeben  wird,  daß  das  Integral  zweiter  Gattung  in  der 
Form 

u  =  I  fix  d(p  =    /  — 

^'  ^         J  \]l-x\  1-^x' 

eingeführt  und  dann 

Q(p  =  e     - 

gesetzt  wird,  ein  Verfahren,  das  lebhaft  an  Jacobis  Einführung  der 
Thetafunktion  *)  erinnert.     Analog  bildet  Gauß  dann 

P(p  =  e    ^      ^'  ^ 


1)  D.  h.  also  die  Theorie  der  lemniskatischen  Funktioneu. 

2)  Diese  Notiz  befindet  sich  in  einem  Umschlag  zwischen  den  Rechnungen,  die 
Werke  III,  S.  426  ff.  abgedruckt  sind  und  die  (vergl.  die  Tagebuchnotiz  112)  vom 
12.  Juni  1800)  sicher  aus  1800  stammen. 

3)  Die  in  einem  Buche  der  Gauß -Bibliothek  betitelt:  „Maupertuisiana"  auf- 
gezeichnet ist. 

4)  Fundamenta,  art.  51,  Werke  I,  S.  198;  Jacobis  Z{u)  ist  im  wesentlichen 
mit  dem  Gaußschen  u  identisch. 
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P 

und  findet  einerseits  x  = —,  andererseits  mit  Hilfe  der  Differential- 

gleichungen  ^) 

PF"  =  P"-Q\    QQ"  =  Q"-iiP' 

die  beständig  konvergenten  Potenzreiben  für  P  und  Q.  Wir  seben 
also  bier,  daß  Grauß  zunäcbst  weder  die  doppelte  Periodizität 
noch  den  Zusammenbang  zwiscben  P  und  Q  ausnutzt. 

Neben  diesen  von  dem  Integral  ausgebenden  Ansätzen,  die 
wobl  als  erste  Versucbe  anzusprechen  sein  dürften,  erscbeinen 
die  auf  S.  26  der  Scbeda  Ac  beginnenden  Untersucbungen  ^)  sebr 
viel  tiefergebend, 

Gauß  setzt  daselbst  von  vornberein  —  obne  von  einem 
elliptiscben  Integral  auszugeben  — 

(26)  "^  .,,,-,-     =  ö5,       ""  =  05' 

Jf(l,\/l  +  .u^)  .... 


^m[i,sJi-,^) 


und  bildet  —  offenbar  nacb  der  Analogie  der  für  den  sinus  lemnis- 
caticus,  der  dem  Werte  ^  =  1  entspricbt,  in  der  Scbeda  Aa  auf- 
gestellten Entwickelung  ^)  —  den  Ausdruck 

tnn\     o/,-\          ^/         4sint^3r                       4sin3^3t  ^    \ 

(27)    Si^io)  =  ~-y-^, --r^--T^ 3-S'-  +  ^tc.y 

Dies  ist  die  Funktion,  die  Gauß  in  der  weiter  unten  zu  besprecben- 
den  Tagebucbnotiz  108)  von  Ende  Mai  1800  den  sinus  lemnis- 
caticus    universalis s im e    acceptus    nennt.     Er    setzt  dann 


1)  Man  vergl.  die  analogen  Entwickelungen  in  Leiste  S.  78  (siehe  oben  S. 
20)  für  die  lemuiskatischen  Funktionen. 

2)  Dieselben  sind  Werke  III,  S.  433—435  abgedruckt ;  ich  bemerke  aber,  daß 

das  Integral  /  — -  in     diosen     Aufzeichnungen     überhaupt 

•^  V  1  +  ft^  sin  «2 

nicht  vorkommt.     Ich  muß  einen  Teil  dieser  Aufzeichnungen   hier   textgetreu 

und  in   der  ursprünglichen  Aufeinanderfulge   wiedergeben,   da   der  von   Schering 

bewirkte  Abdruck  mehrfach  von  der  Handschrift  abweicht. 

3)  Siehe  Werke  III,  S.  417,  Zeile  8,  vergl,  oben  S.  23.  —  In  (26)  und  ebenso 
im  folgenden  schreibt  Gauß  statt  ilf  (Ijv'l  -{- fi'^)  kurz  M\/ \  +  fi-  für  das  agM. 
In  den  folgenden  Gleichungen  (27)  ff.  habe  ich  —  nach  dem  Vorgange  Scherings  — 
an  Stelle  des  von  Gauß   benutzten  Buchstabens  «  den  Buchstaben  i/»  gesetzt. 
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(28)  S<p  =  -^^,    r90°  =  Vc^,  {tgv  =  [i)  ') 

und  findet  die  den  lemniskatischen  Entwickelungen  der  Scheda  Aa 
(Werke  III,  S.  418,  [8],  vergl.  die  Gleichung  (lü)  oben  S.  23)  ana- 
logen Darstellungen  : 

4  /^  il        1         {  2  sin  ^7C         2  sin  3  t^ia;    ,     ,    1 
und  für  den  „Terminus  Constans"  von  (Stjj^y  den  Ausdruck: 

üj'                                iü'                                öj' 
— jr  4  TT  9 TT 


l  +  2e      oj     _|_2e        <"     _| 

Auf  S.  29  der  Scheda  Ac  folgen  nun  die  lemniskatischen  Ent- 
wickelungen, die  Schering  Bd.  III,  S.  419,  [9J  abgedruckt  hat; 
S.  30  der  Scheda  steht  eine  Herleitung  des  Additionstheorems  des 
allgemeinen  Integrals  erster  Gattung  mit  dem  Zitat  „Lagrange, 
Theorie  des  fonctions,  p.  82",  dann  folgt  auf  S.  31  der  (von  Sche- 
ring nicht  abgedruckte)  überaus  charakteristische  Ansatz: 

öj'  8(T5' 

(Tq))'  =  Ä{l  +  2e     "  "'    cos4t/;:r-l-2e      ^      cos8^Ä+etc.) 

1    fö'jt  9    03' 

-2B{e     2    '~'    cos2ri,n-^e      -^     cos  6  ^'jr  +  etc.), 

J  2öj'  1   öj'« 

\{W(pf  =  C{l  +  2e~  ^  ''cos4t/;ji;  +  etc.)  +  2i)(e      ^    m  cos2t^jr  +  etc.)^). 


1)  Es  ist  also  qo  =  i/^ra.     Ferner  soll  qp  =  90''  hier  die  Bedeutung  qp  =  —- 

haben,  Gauß  denkt  also  hier  sozusagen  „lemniskatisch".  Auch  im  folgenden  hat 
Gauß,  ähnlich  wie  bei  den  lemniskatischen  Formeln  (siehe  S.  24),  wiederholt  05 
mit  n  verwechselt  (vergl.  unten  (31)). 

2)  In  der  Handschrift  steht  rechter  Hand  irrtümlicherweise  qp  statt  i/^tt,  also 
wieder  03  an  Stelle  von  %,  vergl.  oben  bei  (28). 


44  L.  Schlesinger, 

und    die  Koeffizienten  Ä,  B,  C,  D    werden    (wahrscheinlich    durch 
Spezialisierung  von  qp)  als 


co^v  SlM{\,co^v)     -^  cos  V  sj M {1,  c,o&  v) 

^  ""  2  cos  i  V  '        ~  2  sin  i  V  ' 


(32)    <      C  = 


=   (l  +  cosj^)Vi^i(l,cos.O_  _  eosiW3i(l,cos.X 


2  cos  i «; 


bestimmt.  Wir  erkennen  in  dieser  Rechnung  die  vollkommen  be- 
wußte Anwendung  des  heute  sogenannten  Hermiteschen  Trans forma- 
tionsprinzips  der  Thetafunktionen  ^).  Daraus  folgen  dann  die 
Formeln : 


(1  -  cos  v)  ( TcpY  +  cos  V  ( W(py 
(33)    / 


2üi'n 

=  -^^ViH(l,cosü)(l  +  2e        ^  cos  4^Ä +  •••), 
cos|^«; 


i  -  (1  +  cos  v)  ( Tq^y  +  cos  t'  ( W(py 


1    öj'« 


=  '^^^  \/ Mn,  COS  v){e      ^    ^^    cos2^;t+..-), 
sin  1  f 

(r(J<B-<y))'  =  cos  4(W<p)' -(!■,>)'], 

^     ^-^         ^'^  cosv 

TcpTFaffi-g.) 
ro'jT  9  öj'tt  25  05'« 


(35)    j_\WM^lL^2r8^sini^;r-2.      8    ^  sinS^i.^  +  2e     8    tngi^g^.e^ 
'i/4  sin  V  { 


1)  Eine  genauere  Ausführung  dieser  Rechnung  findet  sich  in  einem -jetzt  mit 
18  hezeichneten  Handbuch,  S.  228,  ahgedruckt  Werke  III,  S.  457.  Schering  datiert 
die  dortige  Entwickelung  „nach  dem  28.  April  1809",  was  damit  stimmt,  daß  sich 
jene  Rechnung  auf  die  Fünfteilung  bezieht,  die  Gauß  zufolge  der  Tagehuchnotiz 
140)  am  29.  Juni  1809  gefunden  hat.  Daß  diese  Rechnung  auf  das  Hermitesche 
Prinzip  gegründet  ist,  hat  P.  Günther  in  seinem  Habilitationsvortrag  (Götting. 
Nachrichten,  1894,  S.  102)  hervorgehoben. 

2)  Die  Formeln  (34)  haben  in  der  Handschrift  auf  den  linken  Seiten  ro  —  qp  statt 
|a5  — qp;  in  (35)  steht  linker  Hand  irrtümlich  Wcp;  auf  S.  31  der  Scheda  Ac  fehlt 
in  (35)  der  konstante  Faktor  auf  der  rechten  Seite  vor  der  Klammer,  auf  S.  35 
■wird  er  als 
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Man  wird  diese  Entwickelungen  als  die  in  der  Tagebuchnotiz 
106)  bezeichneten  anzusehen  haben.  Wir  können  ihren  Inhalt  wie 
folgt  charakterisieren. 

Um  allen  Schwierigkeiten  aus  dem  Wege  zu  gehen,  die  sich 
damals  an  die  Ermittelung  der  Perioden  des  elliptischen  Inte- 
grals für  Gauß  knüpfen  mußten,  setzt  er  nach  der  Analogie  der 
lemniskatischen  Funktionen  und  gestützt  auf  die  für  das  agM.  ge- 
fundenen Resultate,  die  Entwickelung  des  sinus  lemniscaticus  uni- 
versalissime  acceptus  Sq)  an,  indem  die  Perioden  ^,  ©' ')  durch 
agM.,  gebildet  aus  einer  Größe  /u,  definiert  werden.  Die  Funktionen 
T,  W  sind  nicht  die  reinen  Jacobischen  Thetafunktionen,  sondern 
sie  unterscheiden  sich  von  diesen  noch  durch  konstante  Faktoren. 
Gauß  benutzt  nun  das  Hermitesche  Transformationsprinzip  um  die 

Quadrate    der    vier    Funktionen    Tqp,   Wq),   Tl-^— gjj,    TF(-y-  — qcj 

/(D  \ 

und  das  Produkt  T(pWi—-  —  (p\  darzustellen^).  Was  er  mit  dieser 
Darstellung  bezweckt,  ist  nicht  schwer  zu  erraten, 

cos  t)  Jf  (1,  cos  v) 

V  4  sin  « 

m'jc 

angegeben  und  die  Reihe  in  der  Klammer  hatte  ursprünglich  e  ,    was  aber 

Öj'jt 

in  einigen  Gliedern  in  e  *"  verbessert  ist.  Auch  steht  in  (33),  (35)  rechter 
Hand  wieder  qp  statt  ipn.  In  berichtigter  Form  sind  die  Formeln  (34),  (35)  Werke 
III,  S.  434,  wiedergegeben. 

1)  Eigentlich  sind  ö3  und  y'  —  Im'  die  Perioden. 

2)  Zur  Bequemlichkeit  für  den  Leser  gebe  ich  die  Gaußschen  Formeln  hier 
in  modernen  Bezeichnungen  wieder,  wobei  ich  mich  an  H.  Webers  „Elliptische 
Funktionen  und  algebraische  Zahlen"  (Braunschweig  1891)  anschließen  will.     Setzt 

05' 

—  --jt 
man  q  ^  e      *"     ,  so  ist,  da  qp  =  ipös, 


p  =  yjM{l,cosv)  »ociMi) 
=  -^  \/iH(l,cos-i;)  ^u(^l2) 

^05— qp)  =  -— VM  (1,  COS  t?)  «•io(ip|2) 

;»ö3  — qp)  =   v^ilf(l,cosv)  •9-oi('/'|2) 


^oo(i/j|2)  =  1  +  2g  cos  2il)it]-\-  2q    cos  4ipn  +  2g    cos  Gipn  + 

l  9  25 

d'ii{'ip\q)  =  2g'  sin  ipic  —  2g'^  sin  3ip«  +  2g*  sin  5ipjr  +  •  •  • 

_L  9  J5 

'd'io{ip\q)  =  2g*  cos ipTt  +  2g'  cos  'drpn  +  2q*  cos  bipTc  +  ■  •  • 

4  9 

&oi(ip\q)  =  1  —  2g  cos  2ip7t  +  2g    cos  AipTC  —  2g    cos  üipn  -f  • 


Die  Formeln  (31),  (32)  geben  also  &liitp\q),  ^U'^W)  dargestellt  durch  ^oo(2i/'|g') 
und  «■io(2i/)|g2),  die  Formeln  (33)  sind  den  folgenden  (siehe  Weber,  a.  a.  0.  S.  79, 
80)  aequivalent : 
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Das    einemal    ergeben    die    aufgestellten   Relationen   für    die 
Nullwerte 

W(0),    T{^i5),    TF(iö)) 

die  Relationen  des  Algorithmus  des  agM.,  also  eine  Verifikation 
der  Formeln  (24),  (25),  die  Gauß  in  der  sogleich  zu  besprechenden 
folgenden  Aufzeichnung  zusammengestellt  hat.  Hierauf  bezieht  sich 
offenbar  die  Bemerkung  der  Tagebuchnotiz  106):  „per  quod  simul 
omnia  praecedentia  nee  non  theoria  mediorum  a[rithmetico-]  g[eo- 
metrijcorum  pulcherrime  nectuntur  infinitiesque  augentur." 

Aber  noch  ein  zweites  wird  durch  jene  Transformationsformeln 
ermöglicht.     Man   kann  nämlich   mit  Hilfe    derselben    verifizie- 


j       2  ^ooCOlä^')  »ooi^tpW')  -  »UMi)  +  ^UMi) ,     (Weber  (16),  S.  80) 
^j       2^oo(0|2-^)^io(2t!2-)  =  '9'Ut^i2)-'^Ii(^|2),     (Weber  (14),  S.  80) 

wobei  die  Gleichungen  (34),  die  die  Quadrate  der  Funktionen  &io(M7.)^  ^oiiMi) 
durch  die  der  Funktionen  ^ooiM^))  ^ni'^W)  darstellen  (vgl.  Weber  a.a.O.  S.  54), 
heranzuziehen  sind.  Die  Gleichungen  (33')  bezw.  (33)  stellen  also  die  sogenannte 
Landensche  Transformation  dar.    Dem  gegenüber  gibt  die  Gleichung  (35)  die 

1 
Darstellung  von '9'ii(i;.'lg^)  durch  das  Produkt  &n{'xp\q)  ^oiii'lQ)  nämlich: 

(35')  &,oiO\yfä)  «•11(1/^1  Vä)  =  2  ■»01(1^12)  »iiiMa),     (Weber  (10),  S.  79) 

also  die  sogenannte  Gaußsche  Transformation  (Determ.  attractionis  etc.).   In 

Bezug  auf  die  Konstanten  haben  wir   (vergl.  die  zweite  Gleichung  (28),  Tl  — 1  = 

Y'cosv,  die  im  wesentlichen  auf  die  in  Leiste  aufgezeichnete  Gleichung  (15) 
hinauskommt;  man  beachte,  daß  unser  q  gleich  z^  ist!) 

1  COS  V  SID  V 

und  die  Relationen 

I  2*oo(0|2')    ^to(0|(Z^)  =  '^io(0|2), 


die  für 


by  =  M(a„  bo)  ^ö.(0|g') 
c,  =  Miao,  bo)  noiPh') 


flo  =  M{ao,  bo)  »UO\q) 
bo  =  M{ao,  bo)  &l,(0\q) 
Co  =  M{ao,  bo)  ^?o(0|2) 
den  Relationen  des  agM. : 

öo  =  «1  +  Ci,    feo  =  Ol  —  Ci,    Co  =  2  yjui  Ci 
entsprechen. 
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ren^),  daß  der  sinus  lemniscaticus  universalissime  acceptus  Scp  die 
Umkehrungsfunktion  des  Integrals 

r  dS 

also  des  Integrals 

du 


'"-/, 


(S  =  sin  u) 


ist,  das  Gauß  offenbar  um  die  hier  in  Rede  stehende  Zeit  auf 
das  Titelblatt  der  Scheda  Ac  gesetzt  hat^).  Diese  Verifikation 
findet  sich  in  der  Scheda  Ac  nicht,  Gauß  hat  sie  aber  in  einer 
aus  viel  späterer  Zeit  stammenden  Aufzeichnung  ^)  tatsächlich  durch- 
geführt, was  immerhin  z;eigt,  daß  sie  sich  in  seinen  Gedankengang 
einfügt.  Man  wird  demnach  auf  diese  Verifikation  die  erste  Be- 
merkung der  Tagebuchnotiz  108)  (datiert:  Mai.  ult.  Jun.  2,  3)  be- 
ziehen können,  die  also  lautet :  „Numeratorem  et  denominatorem 
sinus  lemniscatici  (universalissime  accepti)  ad  quantitates  integrales 
reducere  contigit." 

Gauß  schlägt  also  den  Weg  ein,  den  auch  Jacobi  in  seinen 
Vorlesungen  *)  gewählt  hat,  um  den  Schwierigkeiten  auszuweichen, 
die  die  für  eine  direkte  Untersuchung  des  elliptischen  Integrals  not- 
wendige Integration  im  komplexen  Gebiete  darbietet,  d.  h.  er  geht 
von  den  Thetafunktionen  aus.  Aber  Gauß  verfährt  im  Jahre  1800 
sozusagen  moderner  als  Jacobi  1835,  indem  Gauß  das  elegante 
„funktionentheoretische"  Verfahren  von  Hermite  benutzt,  während 
Jacobi  die  Transformationsformeln  zweiten  Grades  der  Theta- 
funktionen in  etwas  umständlicher  Weise  mit  Hilfe  der  Darstel- 
lungen einer  Zahl  als  Summe  von  vier  Quadraten  herleitet^). 


1)  Vergl.  z.B.  Weber,  a.a.O.  S.  108,  109. 

2)  Auf  S.  33    der  Scheda  Ac  steht  das  Additionstheorem  für  dieses  Integral. 

3)  Dieselbe  findet  sich  auf  S.  111—112  des  Handbuchs  16  (angefangen  ]801 
November)  und  ist  von  Schering,  Werke  III,  S.401,  402  gekürzt  und  mit  nicht 
unerheblichen  Änderungen  gegen  die  Handschrift  abgedruckt.  Ich  gebe  sie  im 
Anhang  2.  wieder.  Diese  Aufzeichnung  steht  in  dem  Handbuche  nach  flächen- 
theoretischen Betrachtungen,  die  Herr  Stäckel,  Werke  VIII,  S.  407  auf  1825 
datiert.  Auf  S.  137—145  desselben  Handbuchs  steht  die  Werke  III,  S.  470  fr.  ab- 
gedruckte Abhandlung,  die  von  Gauß  Hand  das  Datum  1827,  Aug.  6.  zeigt. 

4)  1835/36  ausgearbeitet  von  Rosenhain,  und  1839/40  ausgearbeitet  von 
Borchardt,  vergl.  Jacobis  Werke  I,  S.  497  ff. 

5)  Diese  von  Jacobi  angewandte  Methode  findet  sich  bei  Gauß  ebenfalls, 
aber  erst  später,  in  dem  Handbuch  19  (begonnen  Mai  1809),  S.  147,  siehe  W^erke 
III,  S.  384. 
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Wir  fahren  jetzt  in  dem  Bericht  über  die  Scheda  Ac  fort. 

Auf  S.  34  der  Scheda  finden  wir  in  eleganter  Darstellung  die 
Anwendung  der  Relationen  (31)  bis  (35)  zur  Verifikation  und  zum 
weitern  Ausbau  der  schon  früher  gefundenen  Formeln  für  das 
agM.  '),  die  zugleich  als  die  Grundformeln  für  die  Theorie  der 
Modulfunktion  gelten  können.     Es  heißt  daselbst^): 

[Scheda  Ac,  S.  34] 

Sit 

(37)  'mL...^    =  ^         [^ergl-  oben  Gl.  (24)] 


(38) 
eritque 


n     ilf(l,cosqp) 
g2     i!f(l,sinqp) 

1  +  2^*  +  2^"  +  2^'"  +  •  •  •    =  p 
2^  +  2^'  +  2^"  +  .--  =  q 


Jtf(l,cosg?) 


=  p'  +  q: 


(^«)  M^i^)  =  '^^ 


[vergl.  oben  Gl.  (25)] 


cos  (p 

iß(l7cos^ 


=  p-r 


^  =  tgcp 


m  = 


n  cos  (p 


Jf(l,cosqp)', 
(40)    {  V  '        T^     [vergl.  oben  Gl.  (26)] 

^     ^     '  7C  cos  gp       "-       ° 


©'  = 


M  (1,  sin  95) ' 


(41)  |-^^4^  =  log-^ 
^(l'Ä^) 

(42)  cos^y        ^  siPJy 


Vü^i  (1,  cos  9))  \/^(l>cos(3p) 


r 


1)  Gauß  hat  später  (1809)  aus  diesen  Relationen  einen  neuen  Algorithmus 
aufgebaut,  der  den  des  agM.  als  speziellen  Fall  in  sich  begreift;  wir  kommen 
darauf  im  Abschnitt  6,  c)  zurück. 

2)  Einige  der  folgenden  P'ormeln  hat  Herr  Klein  in  der  Anmerkung  zu 
den  Tagebuchnotizen  105)— 111)  wiedergegeben,  die  übrigen  sind  noch  ungedruckt. 
Man  vergl.  zum  folgenden  die  Gleichungen  (*)  und  (**)  in  der  Fußnote  auf  S.  46. 
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Si  i'  ita  accipitur  ut  sit  sin  x(f  =  tg"  -^  erit 

^   Ji(l,cos"^  "^  ^* 
g2    iJf  (l,sini/>f 

(44)  g' =  i-\/?T?-iVF^ 


Die  hier  mit  9?  bezeichnete  Größe  war  oben  mit  v  bezeichnet 
worden.     Wir  sehen  in  der  Formel 

45)  sin^  =  ig" —- 

hier  zum  ersten  Male  den  Modul  der  sogenannten  Landenschen 
Transformation  auftreten. 

Dann  kommt  auf  S.  43  der  Scheda  die  von  Schering,  "Werke 
III,  S.  434,  Zeile  10  v.  u.  ff.  abgedruckte  Rechnung,  die  zu  der 
berühmten  Identität  zwischen  den  unendlichen  Heihen-  und 
Produktdarstellungen  der  Thetafunktionen  führt,  der  Identität,  die 
wir  oben  S.  9  Gl.  (8)  aus  den  „Fundamenta"  Jacobis  reproduziert 
haben,  und  auf  die  Gauß  (vergl.  oben  1.  c.)  später  noch  vielfach 
zurückgekommen  ist.  Wahrscheinlich  hat  sie  Gauß  durch  Grenz- 
übergang in  ähnlicher  Weise  wie  später  Cauchy  abgeleitet;  auf 
den  S.  40,  41  der  Scheda  finden  sich  solche  auf  die  Transformation 
von  Produkten  in  Reihen  bezügliche  Rechnungen.  Auf  S.  45  folgt 
dann  die  Bestimmung  der  Nullstellen  der  Funktionen  Tqp  und  Wff 
(siehe  Werke  III,  S.  435,  Zeile  9—11)  und  endlich  S.  51  die  Pro- 
duktdarstellung dieser  beiden  Funktionen  (Werke  III,  S.  435,  Zeile 
12 — 14)  in  der  definitiven  Form^). 

Man  wird  diese  Entwickelungen  mit  dem  zweiten  Satze  der 
Tagebuchnotiz  108)  in  Verbindung  zu  bringen  haben:  „simul  om- 
nium  functionum  lemniscaticarum  quae  excogitari  possunt  evolu- 
tiones  in  series  infinitas  ex  principiis  genuinis  haustae;  inventum 
pulcherrimum  sane  nullique  praecedentium  inferius."  In  der  Tat  ist 
Gauß  zufolge  jener  Identität  im  Stande,  die  aus  der  Auflindung 
der  Nullstellen  einer  beliebigen  Thetafunktion  hervorgehende 
Produktentwickelung  in  eine  Reihenentwickelung  umzusetzen. 


1)  In  Zeile  12  hat  £  die  Bedeutung  V^  —  1 . 
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Die  Worte  „omnium  ....  quae  excogitari  possunt"  scheinen 
darüber  hinausgehend  aber  auch  noch  anzudeuten,  daß  Gauß  sich 
des  Umstandes  bewußt  war,  daß  er  einerseits  für  jedes  ellipti- 
sche Integral  erster  Gattung,  d.h.  für  jeden  beliebigenWert 
von  ^  =  tgcp  mit  Hilfe  des  agM.  die  Perioden  m,  m'  zu  definieren  im 
Stande  sei  (siehe  die  Gl. (26)),  und  daß  sich  andererseits  auch  umgekehrt 
für  beliebige  ö5,  cö'  ein  zugehöriges  pi  herstellen  läßt,  daß  er  also 
die  Bedeutung  der  Modul funktion  für  die  Lösung  des  Umkehr- 
problems in  ihrer  ganzen  Tragweite  erfaßt  hatte.  An  diese  Fest- 
stellung schließt  sich  die  Tagebuchnotiz  109)  unmittelbar  an.  Ehe 
wir  jedoch  auf  diese  eingehen,  haben  wir  noch  den  letzten  Satz 
der  Tagebuchnotiz  108)  zu  erörtern,  der  wie  folgt  lautet: 

„Praeterea  iisdem  diebus  principia  deteximus  secundum  quae 
series  arithmetico-geometricae  interpolari  debent  ita,  ut  terminos 
in  progressione  data  ad  indicem  quemcunque  rationalem  pertinentes 
per  aequationes  algebraicas  exhibere  iam  in  potestate  sit". 

So  wie  der  Übergang  von  einem  Gliede  a„,  &„  des  Algorithmus 

des  agM.  zum  nächstfolgenden  a^^^ ,  ^„+i  dem  Übergang  von  ^      zu 

21+1 
^         also    der   Multiplikation   einer    Periode   mit  2   entspricht,    so 

wird,  bei  der  Interpolation  von  Gliedern  mit  einem  beliebigen 
rationalen  Index,  die  eine  Periode  durch  eine  ganze  Zahl  zu  teilen 
sein.  Gauß  hat  also  die  Gleichungen  für  die  Teilung  der  Pe- 
rioden entdeckt.  Auch  hierüber  enthält  die  Scheda  Ac  keinerlei 
Aufzeichnung;  Gauß  scheint  diese  Scheda  überhaupt  gegen  Ende 
Mai  1800  abgeschlossen  zu  haben  ^).  Im  selben  Jahre  hat  er  dann 
ein  Handbuch  (15)  begonnen,  dem  die  Werke  III,  S.  361 — 374  abge- 
druckte Abhandlung  über  das  agM.  entstammt,  auf  die  wir  weiter 
unten  zurückkommen.  Zwischen  dem  Abschluß  der  Scheda  Ac  und 
dem  Beginn  dieses  Handbuchs  hat  Gauß  wohl  anderweitige  No- 
tizen gemacht,  die  aber  leider  zum  größten  Teil  verloren  zu  sein 
scheinen.  Es  ist  dies  umso  beklagenswerter,  als  wir  dadurch  in 
bezug  auf  die  Tagebucbnotizen  109) — 111)  mehr  oder  weniger  auf 
Vermutungen  angewiesen  sind.  Wir  wenden  uns  jetzt  diesen 
Notizen  zu. 


1)  Der  Vollständigkeit  wegen  erwiUinen  wir  noch,  daß  die  letzten  Seiten  der 
Scheda  Ac  eine  Aufzeichnung  mit  der  Überschrift  „Motus  solidi  a  nullis  viribus 
sollicitati"  enthalten,  in  der  das  Problem  bis  zu  dem  dabei  auftretenden  eUii)tischea 
Integral  geführt  wird.     Vergl.  Schering,  Werke  III,  S.  495. 
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5.   Die  nachgelassene  Abhandlung  über  das  agM., 
Modulfunktion. 

a)  Einleitendes  über  die  Tagebuchnotizen  109 — 110. 

Am  3.  Juni  1800  schreibt  Gauß  in  sein  Tagebuch:  [109.]  „Inter 
duos  numeros  datos  semper  dantur  infinite  multi  termini  medii  tum 
arithmetico  -  geometrici  tum  harmonico -geometrici,  quorum  nexum 
mutuum  ex  asse  perspiciendi  felicitas  nobis  est  facta."  ^) 

Die  Aufgabe,  zu  einem  gegebenen  Werte  von  /i*  =  tg  9  die 
Perioden  ö3,  cö'  anzugeben,  führt  auf  die  Bestimmung  der  beiden 
agM.  -3/(1,  cos  qp),  il/(l,  sin  (p).  Gauß  scheint  —  wie  oben  be- 
merkt —  in  der  Tagebuchnotiz  108)  andeuten  zu  wollen,  daß 
diese  Bestimmung  für  jeden  "Wert  von  fi  möglich  ist,  und  soweit 
es  sich  um  die  Herstellung  dieser  Mittel  31(1,  cos  q)),  M(l,sm(p) 
handelt,  hat  Gauß  auch  alle  erforderlichen  Entwickelungen  teils 
in    der    oben  S.  18   wiedergegebenen  Aufzeichnung    von    S.  34   der 


1)  Das  harmonische  Mittel  zwischen  zwei  Zahlen  a,  b  ist  die  durch  die  Glei- 

o,  = —7-  definierte  Größe.     Demnach   wäre 

rt  +  0 

monisch-geometrischen  Mittels  durch  die  Gleichungen 


chung  o,  = —7-  definierte  Größe.     Demnach   wäre    der  Algorithmus    des  bar 


—  =  ^i-7r  +  T-j'    y-  =  V  T~  'T~     (»  =  0,  1,  2, . . . . ;  «0  =  a,  bo  =  h) 
lim  - —  =  lim  -^—  =  31  ( — ,  -^| 

n       (In  n       bn  \a       b  j 


definiert.    Es  ist  also 


und  folglich 


lim  o,,  =  lim  &„ 


M(a,  by 

wodurch  das  harmonisch-geometrische  Mittel  auf  das  agM.  zurückgeführt  ist  (vergl, 
Tb.  Lohn  stein,  Zeitschrift  für  Math.  u.  Physik  30  (1888),  S.  316).     In  bezug 
auf  dieses  Mittel  findet  sich  S.  20  der  Scbeda  Ac  die  folgende  Notiz: 
„Terminus  constans  expressionis 

Ä  dq> 
\/  f -{-  2g  cos  cp  -{-  2h  cos  9 ' 

est  medium  harmonico -geometricum  inter 

Ä  ,  Ä 

et 


V^ 


\J(fJrhY-4(f  +  f-h  ^  (f  +  h)'  -  4cf  • 

2 

4H 
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Scheda  Ac,  teils  in  der  Abhandlung  .,De  origine  proprietatibusque 
generalibus  numerorum  arithmetico-geometricorum",  die  aus  dem 
Jahre  1800  stammt  ^),  ausgeführt.  Über  diese  Entwickelungen  wird 
weiter  unten  im  Zusammenhang  zu  berichten  sein. 

Mit  der  bloßen  Herstellung  der  «>,  öi'  ist  jedoch  das  in  Rede 
stehende  Problem  noch  nicht  erledigt.  Es  handelt  sich  noch  um  die 
Bildung  der  Funktionen  T  und  W,  die  erfordert,  daß  zur  Sicherung 
der  Konvergenz  der  in  Betracht  kommenden  Reihen  der  reale 
Teil  von 

(46) 


Ö5'  M{\,COS(f) 


05  M{1,  sin  (p) 

einen  positiven  Wert  habe.  Gauß  hatte  also  in  jenen  ersten  Juni- 
tagen des  Jahres  1800  jedenfalls  das  Bestreben,  der  hiermit  be- 
zeichneten Schwierigkeit  Herr  zu  werden. 

Daß  ihm  dies  alsbald  gelungen,  zeigt  die  Tagebuchnotiz  110) 
vom  5.  Juni,  worin  es  heißt:  ,,Theoriam  nostram  iam  ad  transcen- 
dentes  ellipticas  ■^)  immediate  applicavimus",  wobei  der  Nachdruck 
auf  das   iam...   immediate  zu  legen  wäre.     Denn  diese  Xotiz 


1)  Handbuch  15  (Ba)  abgedruckt  Werke  III,  S.  361—374.  Gauß  schreibt 
an  Schumacher  im  April  1816  (G.-Scbum.  Briefw.  I,  S.  125):  Ich  habe  zwar 
außer  jenem  [nämlich  dem  richtigen  agM.]  auch  noch  andere  arithmetisch-geo- 
metrische Mittel  l)etrachtet,  die  aber  ganz  elementarisch  sind.  Jenes  ist  das 
wahre,  worüber  Sie  hier  [nämlich  in  Göttingen,  wo  sich  Schumacher  1808/09  Stu- 
dien halber  aufgehalten  hat]  auch  eine  im  Jahre  1800  von  mir  angefangene  kleine 
Abhandlung  gelesen  haben  (in  einem  blauen  Oktavbande,  Yaria  betitelt,  worin 
noch  von  Ihrer  Hand  eine  Restitutio  in  Integnim  einiger  durch  einen  Dinten- 
fleck  unkenntlich  gewordener  Stellen  zu  sehen  ist)."  Dieser  „blaue  Oktavbaud"' 
ist  das  jetzt  mit  15  (Ba)  bezeichnete  Handbuch,  die  1800  begonnene  Abhandlung, 
die  im  Text  genannte,  in  deren  Handschrift  die  Spuren  der  von  Gauß  erwähnten 
Tintenflecke  noch  deutlich  zu  erkennen  sind.  Im  Artikel  7.  dieser  Abhandlung 
(Werke  III,  S.  308)  wird  der  Artikel  102.  der  Disquisitiones  arithmeticae  (er- 
schienen 1801)  zitiert.  Man  braucht  darum  der  von  Gauß  gegebenen  Datierung 
kein  Mißtrauen  entgegenzubringen;  denn,  wie  Gauß  an  Bolyai  schreibt  (siehe 
Briefw.  G.-Bolj-ai,  S.  35),  hat  er  am  16.  Dezember  1799  in  Helmstedt  die  Korrektur 
des  18.  Bogens  der  Disqu.  arithm.  erhalten,  der  Artikel  102  (S.  170  der  Originalaus- 
gabe) war  also  1800  längst  gedruckt.  Ein  Fragment  einer  deutschen  Redaktion 
dieser  Abhandlung  findet  sich  im  Nachlaß  (Ff). 

2)  Transcendentes  ellipticae  sind ,  elliptische  Integrale  erster  Gattung;  in 
der  oben  S.  40  wiedergegebenen  Zettelaufzeichnung  spricht  Gauß  inbezug  auf  das 

Integral    /  auch  von  der  elliptischen  Funktion.     Das  voll- 

ständige  bezw.  allgemeine  Integral  zweiter  Gattung  bezeichnet  Gauß  stets  als 
quadrans  oder  peripheria  bezw.  rectificatio  ellipseos,  vergl.  auch  die 
Tagebuchnotiz  111). 
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besagt  eben  nichts  anderes,  als  daß  Gauß  jetzt  bewiesen  habe, 
daß  der  in  der  Seheda  Ac  (vergl.  die  Gleichungen  (27) — (29))  defi- 
nierte sinus  lemniscaticus  universalissime  acceptus,  die  Umkehrung 
eines  beliebigen  Integrals  (36)  mit  willkürlich  vorgeschrie- 
benem {i  liefert. 

"Wie  Gauß  diesen  Beweis  geliefert  hat,  lehrt  der  Umstand,  daß 
die  den  vollendeten  Beweis  verkündende  Tagebuclmotiz  110)  zwei  Tage 
nach  der  Notiz  109)  gemacht  worden  ist.  Die  letztere  Notiz  be- 
sagt in  moderner  Ausdrucksweise,  daß  Gauß  die  Fundamental- 
eigenschaft der  Modulfunktion,  nämlich  ihren  Automorphismus  ent- 
deckt  habe;    er    wird   also    die  Tatsache,    daß    der  reale  Teil  des 

CD'  .   .  . 

Quotienten  —  positiv  sei  für  ein  willkürliches  ^  oder  q),  mit  Hilfe 

der  Theorie  der  Modulfunktion  bewiesen  haben. 

Daraus  kann  man  nun  wieder  rückwärts  auf  die  Tragweite  der 
Notiz  109)  schließen!  Gauß  muß  in  der  Zeit  zwischen  dem  3.  und 
5.  Juni  alle  die  Eigenschalten  der  Modulfunktion  erkannt  haben,  die 

Q}' 

zum  Beweise  des  Satzes,  daß  der  reale  Teil  von  ^r-  positiv  ist,  er- 
forderlich sind,  er  muß  also  kurz  gesagt  die  wesentlichsten  Re- 
sultate der  Theorie  der  Modulfunktion  entwickelt  haben. 

Daß  es  sich  am  8.  Juni  in  der  Tat  um  eine  große  Entdeckung 
handelte,  geht  aus  der  Wendung  „felicitas  nobis  est  facta" 
hervor,  und  wenn  auch  die  Möglichkeit,  ja  sogar  die  Wahrschein- 
lichkeit vorliegt,  daß  die  in  diesen  Tagen  des  Jahres  1800  gefun- 
denen Resultate  später  ergänzt  und  vertieft  worden  sind,  so  dürfen 
wir  doch  die  Prinzipien  alles  dessen,  was  uns  von  Gauß  über 
die  Theorie  der  Modulfunktion  erhalten  ist,  für  die  hier  in  Rede 
stehende  Zeit  in  Anspruch  nehmen.  Wir  wollen  also  diese  Ent- 
wickelungen  —  auf  die  Gefahr  hin,  einzelne  erst  nach  1800  gefun- 
dene Details  schon  hier  einzuordnen  —  im  Zusammenhange  be- 
sprechen, zumal  für  die  meisten  der  einschlägigen  Aufzeichnungen 
eine  genaue  Datierung  zur  Zeit  nicht  möglich  ist. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Besprechung  der  im  Zusammen- 
hange mit  den  Tagebuchnotizen  109),  110)  erwähnten  Aufzeich- 
nungen, wobei  wir  die  in  der  Überschrift  dieses  Abschnittes  ange- 
gebene Reihenfolge  festhalten  wollen. 

b)  Die  nachgelassene  Abhandlung  zur  Theorie 

des  agM. 
Die  schier  unübersehbare  Fülle  von  neuen  Resultaten  und  Ge- 
sichtspunkten,   die    die    Jahre    1799    und  1800  bei  Gauß   gezeitigt 
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haben,  mögen  in  ihm  den  Entschluß  gereift  haben,  einiges  ans  dem 
Schatze  der  erlangten  Einsichten  für  die  Veröffentlichung  zu  re- 
digieren. In  der  Tat  macht  die  Abhandlung,  über  die  hier  zu  be- 
richten ist,  in  den  Artikeln  1 — 9,  einen  völlig  druckreifen  Ein- 
druck, Daß  Gauß  gerade  mit  dem  elementaren  Algorithmus  des 
agM.  beginnt,  ist  durchaus  verständlich ;  daß  er  später  diese  Abhand- 
lung abgebrochen  und  nicht  veröffentlicht  hat,  werden  wir  nachher 
zu  erklären  versuchen. 

In  der  Pars  prima  wird  zunächst  das  agM.  definiert  und  an  Bei- 
spielen erläutert,  es  folgt  die  Ableitung  der  Reihenentwickelungen 
für  31(1  +  x,l)^),  31(1  +x,l--x)  und  endlich  für 

1  ^  1 . 

M{l^x,l-  x)         Mil,  \'l-x')  ' 

die  letztere  ßeihenentwicklung  ist  uns  schon  in  den  Leisteaufzeich- 
nungen begegnet").  Im  Art.  8  wird  mit  Hilfe  dieser  Reihenent- 
wicklung die  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  herge- 
leitet, der 

(47)  ^  und  ^ 


M{l,\Jl-x')  31(1,  x) 

genügen^)  und  aucb  gezeigt,  daß 

r''  äxp     _  71      

^^^'>  Jq     \'l-a'^cosV  "   M{1,\IT^^) 

ist  ^).     Hieraus  ergibt  sich  nun,  daß  das  konstante  Glied  der  Ent- 

1)  Diese  findet  sich  (vergl.  oben  S.  25,  2ß)  auch  auf  dem  ältesten  auf  das 
agM.  bezüglichen  Zettel,  der  uns  erhalten  ist. 

2)  Eine  interessante  Verifikation  dieser  letzteren  Entwickelung  findet  sich 
auf  zwei  Zetteln  (Ff),  die  ich  im  Anhang  1.  abdrucken  lasse. 

3)  Gauß  sagt  (Werke  III,  S.  870)  „Hoc  itaque  modo  media  uostra  arithme- 
tico-geometrica  ad  quantitates  integrales  revocata  sunt."  Man  könnte  hiernach  die 
Tagebuchnotiz  102)  auch  so  deuten,  daß  sie  sich  auf  die  Herstellung  der  linearen 
Differentialgleichung  für  den  reziproken  "Wert  des  rgM.  bezieht.  Die  vollständige 
Konkordanz  der  Tagebuchnotizen  100)— 102)  mit  den  Aufzeichnungen  der  Scheda 
Ac  spricht  aber  gegen  diese  und  für  die  von  uns  vertretene  Auflassung.  Übrigens 
ist  diese  Frage  für  die  Tatsache,  daß  Gauß  den  Zusammenhang  zwischen  agM. 
und  dem  vollständigen  Integral  erster  Gattung  vor  Ende  des  Jahres  1709  nicht 
gekannt  hat,  insofern  ohne  IJelang,  als  diese  Tatsache  schon  aus  der  Tagebuch- 
notiz 98)  mit  Sicherheit  erschlossen  werden  kann. 

4)  Eine  ganz  direkte  und  sehr  elegante  Herleituug  der  Gleichung  {A.^)  gibt 
Gauß  in  der  Determinatio  attractionis  (1818,  Werke  III,  S.  352,  353),  wo  er  das 
agM.  als  Hilfsmittel  für  die  Berechnung  eines  kompletten  elliptischen  Integrals 
erster  Gattung   einführt:    „Lectoribus   autem  gratum   forc  sperannis,''    heißt  dort. 
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Wicklung  von  S/ß  —  y  cos*  (p  nach  Kosinas  der  Vielfachen  von  cp 
durch  den  reziproken  Wert  der  agM.  zwischen  Sjß  —  y  und  \]'ß  ge- 
geben wird.  In  der  Scheda  Ac  hat  Gauß  diesen  Zusammenhang 
direkt  bewiesen  (vergl.  oben  Gl.  (19)  und  „Fragmente"  [42] — [44]) 
und  daraus  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  0  und  %  die 
Gleichung  (48)  erschlossen.  Auf  die  Betrachtung  der  Entwicke- 
lungs-Koeffizienten  von  Ausdrücken  der  Form  SJß  —  y  cos"  cp  scheint 
Gauß  durch  Fragen  der  Störungstheorie  geführt  worden  zu  sein 
(vergl.  den  Schlußsatz  des  art.  8,  Werke  III,  S.  371  und  auch  einen 
Brief  an  Olbers  vom  3.  Sept.  1805  % 


„si  hacce  occasione  determinationem  harum  aliarumque  transcendentium  [elliptiscbe 
Integrale]  per  algorithmum  peculiarem  expeditissimum  explicemus,  quo  per  multos 
iam  abbinc  annos  frequenter  usi  sumus,  et  de  quo  alio  loco  copiosius  agere  pro- 
positum  est". 

1)  Briefwecbsel  Gauß-Olbers  I,  S.  269 ;  es  beißt  daselbst :  „leb  werde  beiber 
meine  angefangenen  Arbeiten  über  die  Störung  der  Planeten  fortsetzen,  sowohl 
was  zur  allgemeinen  Theorie  als  zur  Anwendung  auf  die  Asteroiden  gehört.  In 
jener  ist  es  von  besonderer  Wichtigkeit,  die  Koeffizienten,  die  aus 

(a-  -f  a'--2aa'  cos  qp)"'  =  Ä"  -\-  2Ä'  cos  qp  +  2A"  cos  2g3  +  2Ä'"  cos  Scp  etc. 

entspringen,  leicht  angeben  zu  können."  Diesem  Briefe  an  Olbers  legte  Gauß 
einen  Brief  an  Bessel  bei,  den  Olbers  an  den  Adressaten  befördern  sollte,  in  dem 
(Briefw.  G.-Bessel,  S.  10)  auch  von  dieser  Entwickelung  die  Rede  ist.  Gauß 
schreibt  daselbst :  ,,Xun  bin  ich  im  Besitz  von  besonderen,  zum  Teil  auf  ganz 
heterogen  scheinenden  Untersuchungen  gegründeten  Kunstgrifl'en,  jene  Koefüzionten 
[nämlich  Ä",  A',  A",  . . .]  zu  bestimmen."  Es  wird  also  hier  auf  die  von  Gauß  zu 
jener  Zeit  noch  geheim  gehaltene  Methode  des  agM.  angespielt.  Aus  noch  frü- 
herer Zeit  wie  diese  beiden  Briefe  (wahrscheinlich  Oktober  1802)  dürfte  eine  Auf- 
zeichnung herrühren,  die  sich  in  dem  Handbuche  17  betitelt  „Astronomische  Un- 
tersuchungen und  Rechnungen  vornehmlich  über  die  Ceres  Ferdinandea  (1802)" 
auf  S.  24  in  eine  astronomische  Untersuchung  verflochten  vorfindet  und  Werke  YII, 
S.  384  abgedruckt  ist.  Es  heißt  daselbst : 
1 
\/(art  +  a'a'  —  2aa'  cos  ca) 


,Man  macht  — — -_ =  |P  +  P'  cos  co  +  P"  cos  2«  -f  &c. 


=  ^Q  +  Q'  cosa  -{-  Q"  cos  2a  +  etc. 


(aa  4-  a'a'  —  2aa'  cos  ta)"  " 
Man  macht  ^  (a  -t  a')  =  x,      ±  |  («  —  a')  =  y  und  bildet  die  Reihen 
X      y      z      auf  folgende  Art      x'  =  ^  (x  -{- y)      y'  =  \Jxy 
x'     y'     z'  x"=i{x'+y')      y"  =  \J^ 

&c.  &c. 
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Für  uns  besonders  interessant  ist  der  Ausspruch  von 
Gauß:  (a.a.O.  Werke  III,  S.  371):  ,,Denique  monemus,  in  sequen- 
tibus  demonstrationem  multo  generaliorem  eorundem  theorematum 
ex  principiis  magis  genuinis  datum  iri;  praetereaque  mox  etiam 
omnes  reliquos  coefficientes  Q,  R,  S  etc.  per  methodos  aeque  expe- 
ditas  eruere  docebimus".  Diese  Andeutung  kann  sich  nämlich  nur 
auf  die  Verallgemeinerung  der  hier  für  die  Reihe 

entwickelten  Resultate  auf  Reihen  allgemeineren  Charakters  be- 
ziehen. 

Grauß  scheint  also  schon  damals,  wo  er  eben  das  Gebiet  der 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen  erobert  hatte,  die  Verallge- 
meinerung seiner  Untersuchungen  auf  die  Funktionen  in  Angriif 
genommen  zu  haben,  die  der  jetzt  sogenannten  Gaußschen  Diffe- 
rentialgleichung genügen.  Man  wird  dabei  auch  an  einen  Einfluß 
von  J.  Fr.  Pf  äff  zu  denken  haben,  der  in  seinen  ,,Disquisitiones 
analyticae  (Helmstedt,  1797)"  in  dem  Kapitel  „Nova  disquisitio 
de  integratione  aequationis  differentio  differentialis 

x^{a-\-hx'^)ddy -\-x{c-\- ex'^)dydx-\-{f-\- gx")ydxdx  =  Xdxdx-^ 

diese  auf  Euler  zurückgehende  Differentialgleichung  behandelt,  und 
dessen  Hausgenosse  Gauß  vom  Dezember  1799  bis  Ostern  1800  in 
Helmstedt  gewesen  ist. 

In  der  Tat  enthält  die  Einleitung  zu  der  Abhandlun«:  über  die 


■yi/  —  aa' 


{x'  —  xy  =  z'  =  x'x'  —  y'y'  =  (ttt?)    =  t««  ^'^1  \a'a'  prout  a  <:  vel 


z"  =  x"x"  —  y"y"  ^  .       „ 
Alsdann  ist 

P'  =  -^  =   -i-  ;       P'  =  ^  (3'  -h  2z"  +  4^"'  -}-  Q-J^  +  &c) 

P<^  a'  I     ,     2z"     ,    Az"'    ,     , 
2    a\    ^     z'     ^    z'    ^ 

oder  —7  minor  in  nuni.     maior  in  denom." 
a' 

Eine  vollständige  Bestimmung  aller  Koeffizienten  P',  P"  . . .  aus  P  =  P'^  gibt  Gauß 

in  dem  llandbuche  19,  S.  42,  iu  einem  Entwürfe  der  Abhandlung  über  die  Reihe 

F{a,  ß,  y,  x),  auf  den  wir  im  7.  Abschnitt  zurückkommen.      Man   vergl.  auch  die 

Werke  VIII,  S.  84,  85    abgedruckte   Notiz   über    denselben   Gegenstand,    die   Herr 

Fricke  auf  1813  datiert. 
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Reihe  F{u,  ß,  y,  x)'^)  die  Bestimmung  der  Koeffizienten  der  Entwick- 
lung 

(a^  +  ?>2  _  2  ah  cos  (p)"'  =  A  +  2Ä'  cos  cp  +  2Ä"  cos  2(p  +  etc., 

und  auch  die  Methode,  nach  der  Gauß  180Ü  die  Differentialglei- 
chung für  die  Reihe  (49)  ableitet,  ist  dieselbe  wie  die,  deren  er 
sich  in  der  ,,Determinatio  seriei  nostrae  per  aequationem  differen- 
tialem  secundi  ordinis-)"  zur  Herleitung  der  Differentialgleichung 
für  die  allgemeine  Reihe  F{(c,  ß,  y,  x)  bedient.  Ich  bin  auch  ge- 
neigt anzunehmen,  daß  Gauß  die  Redaktion  der  Abhandlung  von 
1800  darum  abgebrochen  hat,  weil  er  seinen  Redaktionsplan  än- 
derte und  statt  von  dem  Algorithmus  des  agM.  von  der  allge- 
meinen Reihe  F{a,  ß,  y,  x)  ausgehn  wollte,  wie  er  es  in  der  Tat 
1812  getan  hat. 

Die  Pars  altera  der  hier  besprochenen  Abhandlung  von  1800 
enthält  noch  Entwickelungen  iür  d3I  {x,  y)  in  schnell  konvergie- 
rende Reihen.     Die  eine  dieser  Reihen,  nämlich 

1       1  X  —  x'      1  x  —  x'    x'  —  x'\ 

wo  x\  x'\  ...  die  beim  Algorithmus  des  agM.  auftretenden  sukzes- 
siven arithmetischen  Mittel  bedeuten,  hängt  aufs  engste  mit 
der  in  den  Leistenotizen  auftretenden  Funktion  N  zusammen  ((.Frag- 
mente" [12],  [13]),  die  in  der  Darstellung  des  Ellipsenquadrauten 
eine  Rolle  spielt^). 

(ö'    ^ 

Was  nun  die  Frage  der  Bestimmung  von  -=:-  für  einen  gege- 
benen Wert  von  ^  anlangt,  so  sehen  wir,  daß  für  x  =  sm(p  die 
beiden  partikularen  Lösungen  (47)  der  von  Gauß  aufgestellten 
linearen  Differentialgleichung  gerade  die  zur  Herstellung  des  Quo- 
tienten (46)   erforderlichen   Elemente   liefern.     Die   Entwickelung 

von nach  positiven  aranzen  Potenzen  von  x  war  Gauß 

geläufig,  die  Darstellung  von        ,       ,    in  der  Umgebung  von  x  =  Q 

JI  (i,  X) 


1)  1812,  Werke  III,  S.  123  ff.,  vergl.  art.  6,  S.  128. 

2)  Nachlaß,  Werke  III,  S.  207  ff. 

3)  Vergl.  am  Schluß  der  Determiuatio  attractionis,  Werke  III,  S.  354,  Zeile  5, 
und  am  Schluß  der  „Anzeige"  ebenda,  S.  3G0  die  Formel  für  die  Peripherie  der  Ellipse, 
ferner  Schumacher  an  Gauß  (Briefwechsel  G.-Schumacher  I,  S.  124)  und  Gauß  an 
Schumacher  (ebenda,  S.  125J;   auf  diese  Briefe  kommen  wir  weiter  unten   zurück. 
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folgt  aus  der  Formel  [45]  der  „Fragmente'"^)  (Scheda  Ac);  beide 
Darstellungen  konvergieren  nur  für  |a;|<:  1.  Macht  man  aber  die 
in   der   Scbeda  Ac  (siehe   oben   (45)   S.  49)    angegebene    Landen- 

sche  Transformation,   sin  ^  =  ^°^  ~2   ^^^^ 


1  -  Vi  -  x' 
(50)  cc^  = 


l  +  VI-a;^ 

so  erhält  man  durch  die  für  !  a^j !  <;  1  konvergenten  Darstellungen 
für  die  reziproken  Werte  der  31(1,  cos  il>),  3i(l,  sin  v)  (siehe  oben 
Grl.  (43))  eine  für  alle  komplexen  Werte  von  x  konvergente  Dar- 
stellung für 

ö5'   _  31(1,  cos  (p)  _    M{l,cosii') 

ffi~  ~  M{l,sm(p)  ~~  21/(1,  sin  v7' 

und  man  kann  durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Transforma- 
tion (die  ja  auf  die  Bildung  der  agM.  aus  a  =  1,  h  =  sin  rp  hin- 
auskommt) immer  besser  konvergierende  Darstellungen  erzielen,  ein 
Umstand,  den  z.  B.  Weierstraß  ^)  ausgenutzt  hat.  Mit  dieser  Be- 
merkung dürfte  auch  die  Bedeutung  der  oben  wiedergegebenen 
Aufzeichnung  (37) — (44)  aus  der  Scheda  Ac  ins  rechte  Licht  ge- 
rückt sein.  Später^)  hat  Gauß  durch  unendlich  oft  wiederholte 
Anwendung  der  Transformation  (50)  und  Ausfühning  des  Grenz- 
übergangs eine  Darstellung  der  oben  mit  ^  bezeichneten  Größe  in 
der  Form  eines  unendlichen  Produkts  gegeben  (vergl.  Abschnitt  6,  c)). 
Wenn  auf  diese  Weise  eine  Lösung  z  der  Gleichung 

(51)  ^^"-^'^ 


1)  Es  ist  dies  die  Formel 

C(x  —  ax~^  —  ßx~^  —  yx~^  —  .  .  .) 


Mix,  1)  = 


log  {4x  —  ax~^  —  bx~''^  —  ex  °  —  . . .) ' 
die  iiumeriscben  Koeffizienten  siehe  a.  a.  0.     Man   hat  in  dieser  Formel,    die   für 
I  a;  I  >  1  gültig  ist,  nur  —  an  die  Stelle  von  x  zu  setzen,  ura  die  Darstellung  von 

31(1, x)  in  der  Umgebung  von  a;  =  0  zu  erhalten. 

2)  Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie  1883,  Werke  III,  S.  257  ff.  Vergl 
H.  Weber  a.  a.  0.  S.  144. 

3)  Wohl  zuerst  in  einer  weiter  unten  wiederzugebenden  Aufzeichnung  der 
Scheda  An,  die  aus  den  Jahren  180.5— 180G  stammen  dürfte,  dann  noch  wieder- 
holt, siehe  z.  B.  Werke  III,  S.  448,  468. 

4)  In  den  Bezeichnungen  der  Aufzeichnung  (37)— (42) ;  in  moderner  Bezeich- 
nungsweise (vergl.  die  Fußnote  2)  auf  Seite  45),  indem  wir  wieder  z-  =  q  setzen: 


lieber  Gauß'  Arbeiten  zur  Funktionentheorie.  59 

stets  bestimmt  ist,  so  entsteht  nunmehr  die  Frage  nach  allen  Lö- 
sungen, d.h.  nach  allen  Werten  der  agM.  i)i(l,  cos  9)),  M{1,  sin  (p), 
deren  Beantwortung  Gauß  in  der  Tagebuchnotiz  109)  vom  3.  Juni 
ankündigt.  Diese  führt  uns  in  Tiefen  der  Theorie  der  Modul- 
funktion, der  wir  uns  jetzt  zuzuwenden  haben. 

c)   Theorie  der  Modulfunktion. 

Wir  müssen  in  diesem  Abschnitt  den  streng  historischen  Stand- 
punkt, den  innezuhalten  wir  bisher  bemüht  waren,  aufgeben  und 
uns  auf  eine  Exposition  des  Inhaltes  der  hier  in  Betracht  kom- 
menden, zum  Teil  sicher  aus  sehr  viel  späterer  Zeit  stammenden, 
Aufzeichnungen  beschränken.  Aber  auch  diese  Aufgabe  ist  inso- 
fern erschwert,  als  die  gedachten  Aufzeichnungen  nicht  erkennen 
lassen,  von  welcher  Seite  her  Gauß  den  Zugang  zu  den  darin  ent- 
haltenen Resultaten  genommen  hat.  Nur  soviel  scheint  festzu- 
stehn,  daß  er  den  ,.nexum  mutuum  infinite  multorum  terminorum 
mediorum  .  .  .  inter  duos  numeros  datos"  nicht  auf  elementarem 
Wege,  d.  h.  nicht  von  dem  Algorithmus  der  agM.  ausgehend  ge- 
funden^), sondern  daß  er  sich  dabei  der  Eigenschaften  der  Funk- 
tionen 2J,  Q,  d.  h.  der  Thetanullreihen  bedient  hat. 

Die  in  Betracht  kommenden  Aufzeichnungen  sind  die  folgenden. 

1)  Zwei  Zettel,  aus  denen  einzelne  Auszüge  in  Werke  III, 
S.  378,  379,  VIII,  S.  99,  III,  S.  385—386,  VIII,  S.  100—101 
veröffentlicht  sind,  die  ich  aber  des  Zusammenhangs  wegen 
im  Anhang  3.  in  extenso  wiedergebe.  Diese  Zettel  stammen, 
wie  aus  dem  inhaltlichen  Zusammenhang  hervorgeht,  ziem- 
lich aus  derselben  Zeit;  der  eine  zeigt  im  Wasserzeichen  die 
Jahreszahl  1810,  der  andere  hat  die  Fouriersche  Bezeichnung 

TT 

J  .     Beide  dürften  etwa  1825  geschrieben  sein. 

0 

2)  Die  Stelle  Werke  III,  S.  386  Zeile  5—1  v.  u.,  die  Gauß 
auf  die  letzte  Einbandseite  seines  Handexemplars  (2)  der 
Disquisitiones  arithmeticae  eingetragen  hat. 

3)  Die  Notiz  [3]  Werke  VIII,  S.  99—102,  die  in  dem  Hand- 
buch 25,  S.  25  aufgezeichnet  ist  und  wohl  auch  aus  dem 
Jahre  1825  stammen  dürfte. 

4)  Eine  Aufzeichnung  in  der  Scheda  An  (teilweise  veröffent- 
licht in  Werke  VIIL  S.  103)  die  ich  weiter  unten  im  Texte 
wiedergebe,  und  die  wohl  auf  1805  anzusetzen  ist. 


1)  Ein   solcher    elementarer  Weg    ist    übrigens    bis   heute    noch  nicht 
entdeckt. 


gQ  L.  S  c  li  1  e  s  i  n  g  e  r 

5)  Die  Werke  III,    S.  470 — iSO    abgedruckte    Abhandlung   aus 
Handbuch  16,   S.  137 — 145,    die   von  Gauß    aus  dem  August 
1827  datiert  ist;  namentlich  der  Art.  [12]  Werke  III,  S.  477, 
478  (Handbuch  16,  S.  142,  143). 
Mit  der  Tagebuchnotiz  109)  im  unmittelbaren  Zusammenhange 
steht  die  Aufzeichnung  auf  dem  einen  (gelblichen)  Zettel,  nament- 
lich die  Formel  (siehe  S.  125  im  Anhang). 

1  1       4:tk') 

mit  dem  Beispiele  für  einen  imaginären  Wert  des  agM.,  die  direkt 
die  in  109)  bezeichnete  Entdeckung  wiedergibt. 

Über  die  Art  und  Weise,  wie  Gauß  diese  Formel  (52)  herge- 
leitet haben  mag,  sind  wir  auf  Vermutungen  angewiesen.    Es  liegt 

ia  nahe  anzunehmen,  daß  die  Bedeutung  von  — -  und  —  als  Perioden 

der  elliptischen  Funktion  S(p  ihn  dazu  geführt  hat.  Der  hand- 
schriftliche Nachlaß  bietet  jedoch  keinen  Anhaltspunkt  hierfür. 
Schering  deutet  (Werke  III,  377,  378)  einen  Weg  an,  wie  man  mit 
Hilfe  von  Kontinuitätsbetrachtungen  zu  dieser  Formel  gelangen 
könnte.  Nach  dem  Inhalt  der  beiden  Zettel  1)  ist  es  aber  wahr- 
scheinlicher, daß  Gauß  (auch  1800)  die  in  Rede  stehende  Formel 
mit  Hilfe   der  Thetanullreihen  gefunden  hat. 

Von  diesen  handelt  nämlich  schon  S.  4  des  ersten  Zettels,  wäh- 
rend der  zweite  Zettel  eine  vollständige  Theorie  der  linearen 
Transformation  dieser  Reihen  und  den  Zusammenhang  dieser  Theorie 
mit  der  Lehre  von  den  quadratischen  Formen,  also  mit  den 
zahlentheoretischen  Untersuchungen  von  Gauß  gibt.  Gauß 
gibt  daselbst  für  die  drei  Thetanullreihen 

1    2j{f)  ==  i  +  2e         -h2e      •      +2e  -] , 

(53)  ,^(^)  =  i_2e-^'  +  2e--'^*-2e-''^'  +  ..., 

das  Verhalten  bei  ganzzahliger  linearer  Transformation  von  t 

1)  Der  allgemeinste  Wert  des  agM.  zwischen  zwei  Zahlen  »i,  n,  den  Gauß 
a.a.O.  mit  (fi)  bezeichnet,  wird  durch  zwei  zusammen  gehörig  eAVerte  (i-=  M{m,  n) 
und  X  =  M{m,\Jm-  —  n~)  in  der  Form 

dargestellt,  wo  l,  k  beliebige  reelle  ganze  Zahlen  bedeuten.      Vergl.  weiter  unten. 

2)  Auf  dem  zweiten  Zettel  wird  M  statt  t  benutzt. 
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in  den  sechs  verschiedenen  Fällen  modulo  2,  und  es  läßt  sich  auf 
Grund  dieser  Formeln  ein  sehr  plausibel  erscheinender  Gedanken- 
gang herstellen,  der,  wenn  auch  nicht  in  allen  Einzelheiten,  so 
doch  in  seinen  wesentlichen  Zügen,  dem  von  Gauß  befolgten  ent- 
sprechen dürfte.  W'ir  rekonstruieren  diesen  Gedankengang  wie 
folgt: 

Setzt  man 

(55)  t  =     ^^^;">"^    , 

so  ist: 


(56)    m  =  3I(m,  n)p' (t),     n  =  M{m,  n)  q^ (t),     \lm^  -  7i'  =  M {m, n) r'(t) ; 
also  ist  für 


_    31{m,\lni'-n^)    _    1 
^""^^  ^    ~  31{}n,7i)  ~~  T' 

wo  m,  \/m-  —  n^,  n  an  die  Stelle  von  m,  n,  sjui"  —  w^  getreten  ist, 

(58) 

n  =  31  {m,  s/m'  —  n^JrH-jj' 

Aus  (56)  und  (58)  folgen  sofort  die  Relationen 

(59)  p[jj=^^Jp{t),      q(^j^  =  \IJq{t),      r(|j  =  \/7"r(0, 

die  Gauß  auf  S.  4  des  ersten  (gelblichen)  Zettels  für  die  Funk- 
tion p  t  mit  den  aus  den  Reihendarstellungen  (53)  direkt  folgenden 

(60)  p{t  +  i)  =  qit),       q{t  +  i)=p{t),       rit  +  i)  =  ^r(t) 

aufgezeichnet  hat^). 

Daß   sich  aus  den  beiden  Transformationen  t  -\-  i  und  y    die 

allgemeinste  Transformation  (54)  zusammensetzen  läßt,  war  für 
Gauß  auf  Grund  seiner  zahlentheoretischen  Arbeiten  nicht  schwer 
zu  sehen,  und  die  Herstellung  der  Tabelle  auf  S.  1  des  zweiten 
Zettels   (siehe   S.  129,  130   des  Anhangs)   für   die   sechs   Fälle  der 


1)  Vergl.  auch  die  weiter  unten  mitzuteüende  Aufzeichnung  aus  der  Scheda  An 
(1805). 
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linearen  Transformation  (54)  modulo  2  erscheint  nun  ganz  natur- 
gemäß ^).  Gauß  hat  dabei  den  Zusammenhang  mit  der  Aequivalenz- 
theorie  der  quadratischen  Formen  mit  negativen  Determinanten 
hervorgehoben  und  ausgenutzt  (siehe  S.  130  desAnhangs),  indem  er 
direkt  darauf  ausgeht,  die  Funktionen  p{t),  q(t),  r{t)  durch  solche 
darzustellen,  in  denen  t  ,,die  einfachste  Form*'  hat.  Man  wird 
hiernach  die  Reduktionstheorie  der  quadratischen  Formen  geradezu 
als  eine  der  Wurzeln  bezeichnen  müssen,  aus  denen  bei  Gauß  die 
Theorie  der  Modulfunktion  herauswächst. 

Gauß  bildet  nämlich  für  t  =  (j  +  hi  die  quadratische  Form 
1       h      g'  +  h'\ 


.0      9  9     1 

mit  dem  Determinanten  —  1,  und  zwar  zuerst  für  den  Fall,  wo  ^,  h 
rational  sind,  dann  auch,  wenn  diese  nicht  rational  sind,  und  be- 
stimmt durch  den  bekannten  ßeduktionsalgorithmus  die  äquiva- 
lente reduzierte  Form  (a,  6,  c),  deren  Wurzel 

a 

dann  jenen  ,, einfachsten"  Wert  von  t  liefert.  Die  Elemente  des 
Reduktionsalgorithmus   lassen   entscheiden,  ,, welche  Funktion  von 

mit  der  gegebenen  von  t  so  zusammenhängt,  daß  die  letztere 

CL 

in  i"  \J {d  -\-'yit)  multipliziert  werden  muß",  wenn  (  ^j  die  Substi- 
tution bedeutet,  die  die  Reduktion  auf  die  reduzierte  Form  ver- 
mittelt. 

Die  Herstellung  der  Relation  (52)  vollzieht  sich  nun  ohne  jede 
Schwierigkeit^).     Die  Gleichung 


(61)      m-.n-.Slnv-rf  =  i>' (t) :  q' (t) :  r' (t)  =  p\t'):q'{t'):  y'{t') 

besteht  für   ein  mit   t   durch  die  Transformation  (54)  verknüpftes 
t'  dann  und  nur  dann,  wenn 

1)  Es  muß  übrigens  a.  a.  0.  (vergl.  Werke  III,  S.  386)  für  h  =  i"  \'iS  -\-  yt)  der 
reziproke  Wert  genommen  werden,  wie  schon  P.  Pepin,  Memorie  Accad.  Pont, 
dei  Nuovi  Lincei  IX,  2  (1893),  S.  103  bemerkt  hat. 

2)  Ich  benutze  im  folgenden  eine  Betrachtung,  die  Herr  L.  v.  David  auf 
meine  Veranlassung  hin  ausgeführt  hat,  vergl.  Mathcui.  naturw.  Berichte  aus  Un- 
garn 1909,  S.  171. 
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ist').      Für    diese    ergibt    sich   aus    der   Tabelle   S.  1    des   zweiten 
Zettels  (S.  130  des  Anhangs) 

P\t')  =  {yit  +  d)p\t) 

also,  wenn 

m  =  dO-irit'),       n  =  {[i).(f{t') 

gesetzt  wird,  durch  Vergleichung  mit  (56) 

_   M{m,n) 
W  -    yit  +  ß^ 

d.  h.  mit  Rücksicht  auf  die  Grleichung  (55) 

1  8  vi 

7~T  =  ~iJ7 ^  H ,  ,  d  =  1,  y  —  0   (mod  4), 

was  mit  (52)'  übereinstimmt. 

Es  ist  nicht  von  der  Hand  zu  weisen,  daß  Grauß  einen  ersten 

Anhaltspunkt  dafür,    daß  — ^  eine   lineare   Kombination   mit   kon- 
stanten Koeffizienten  der 

1  1 


sein  müsse,  durch  die  Erwägung  gewonnen  haben  mag,  daß  -r^ 
derselben  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  Genüge 
leistet  wie  -^ttt ^  nnd  ==^  (vergl.   die   Abhandlung 

über  das  agM.  von  1800,  "Werke  III,  besonders  S.  370,  Zeile  15: 
„eiusdem  aequationis  integrale  completum  est 

21  33 


Aus  der  Reduktion  von  t  auf  die  ,, einfachste  Eorm'"   und  der 


1)  Vergl.  S. -i  des  ersten  Zettels  (S.  123  des  Anhangs);  für  die  daselbst  be- 
trachteten Transformationen 


(;  9  -  iJ  ?)  (-^  ^' 


ist  im  allgemeinen  nur 

qHt)    _   qHt') 

siehe  die  Abhandlung  aus  Handbuch  16,  Werke  III,  S.  478  (1827). 
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linearen  Transformation  der  snmmatorischen   Funktionen^) 

hat  Ganß   (siehe  a.  a.  0.)  die  Aufgabe  abgeleitet  ..Sind  nämlich  die 

Formen   (a,  b,  c),  (Ä,  B,  C)  aequivalent.    so    ist   die   Function   f  in 

t  —  u 
Betracht  zu  ziehen,  wo  f{t)  =  f{)()  so  wohl  wenn  — -. —  ganze  Zahl 

als  wenn  t  =  — ."     Diese  Funktion,    die   sich   übrigens   in  keiner 
it 

der  Aufzeichnungen  1) — 5)  explizite  angegeben  findet,  ist  also 
nichts  anderes  als  die  absolute  Invariante  der  Modulgruppe 
aller  linearen  Substitutionen  (54).  Sie  wurde,  nachdem  sie  Herr 
Dedekind^)  unter  Bezugnahme  auf  die  hier  in  Rede  stehende 
Stelle  des  Gaußschen  Nachlasses  als  Valenz  eingeführt  hatte, 
durch  Herrn  Klein  in  den  Mittelpunkt  seiner  Theorie  der  Modul- 
funktion gerückt.  Daß  diese  Funktion  /\Y)  jeden  Wert  einmal  und 
nur  einmal  annimmt,  wenn  t  z.  B.  auf  die  Wurzeln  mit  positivem 
realem  Teil  der  reduzierten  Formen  beschränkt  wird,  hat  Gauß 
so  ausgesprochen :  ,,  Jeder  Klasse  entspricht  dann  ein  bestimmter 

3\tf 


Wert  von  ff i^V) 


Wie  man  sieht,  ist  damit  das  Fundamentaltheorem  der  Theorie 
der  Modulfunktion   gewonnen;    Gauß   brauchte  jetzt  nur  noch  die 

Werte  in  der  Zahlenebene  zu  repräsentieren,  um  den  Fun- 
damentalbereich der  Modulgruppe  oder  der  Funktion  f{t)  zu  er- 
halten. Aber  auch  ohne  diese  Interpretation  ist  er  jetzt  im  Be- 
sitze des  Beweises,    daß  die  durch  die  Gleichung  (55)  dargestellte 

11      .  .  . 

Größe  f  für  jeden  Wert  des  Verhältnisses  —  einen  positiven  re- 
alen Teil  hat,  also  des  Beweises,  der,  nach  unserer  Auffassung,  der 
Tagebuchnotiz  110)  zu  Grunde  liegt  (vergl.  oben  S.53). 

Die  erwähnte  geometrische  Interpretation  findet  sich,  wie  es 
scheint,  zum  ersten  Male  in  der  Scheda  An.  einem  Oktavheftchen 
betitelt  „Cereri,  Palladi,  Junoni  sacrum,  Febr.  1805'';  dem  die 
Werke  VIII,  S.  103  abgedruckte  Notiz  4)  entstammt.  Daselbst 
findet  sich  auf  S.  6  die  Kettenbruchsentwickelung 

1)  So  nennt  Gauß  die  Funktionen  p,  q,  r  in  2),  Werke  III,  S.  386. 

2)  Grelles  Journal  83  (1877),  S.  265  ff. 

3)  A.  a.  0.  Werke  III,  S.  386.     Gauß   schreibt  daselbst  fr^  "^    'l  indem 

er  nämlich  quadratische  Formen  mit  dem  Determinanten  — jj  in  Betracht  zieht, 
während  wir  hier  anschließend  an  die  Festsetzungen  des  zweiten  Zettels  (siehe 
S.  131  des  Anhangs)  den  Determinanten  —  1  zu  Grunde  legen. 
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[a,ß,,..,v]Q-{.[ß,y,...,v]i 

-i[a,ß,...,^](i  +  [ß,y,...,(i\ 

für    eine    beliebige  Substitution  (54)   der  Modulgruppe,    die    deren 

Zusammensetzung     aus     den      beiden    Fundamentalsubstitutionen 

t  +  i,  -r  liefert,  mit  der  Ausführung  von  zwei  Beispielen,  und  auf 

S.  7  findet  sich  die  berühmte  Figur,  die  Werke  VIII,  a.  a.  0.  genau 
nach  dem  Original  wiedergegeben  ist.  Ich  möchte  ;diese  Figur 
aber  hier  in  Verbindung  mit  einigen  sie  umrahmenden  und  einigen 
auf  S.  8  der  Scheda  befindlichen  Formeln,  mit  einer  durch  eben 
diese  Formeln  gebotenen  leichten  Abänderung,  reproduzieren,  weil 
mir  jene  Formeln  insofern  von  Wichtigkeit  zu  sein  scheinen,  als 
sie  deutlich  erkennen  lassen,  was  Gauß  im  Auge  hatte,  als  er  jene 
Figur  hinzeichnete.     Es  heißt  Scheda  An  S.  7 : 


«m  y 

[11]  y 


2xx  +  2yt/ 


[III]  xx  +  y(y  —  l)  posit. 

[IV]  (!/+i)^+^^>r 


und  Scheda  An,  S.  8 


„ Setzt  man  l+2e     ""  +  2e      ""  +  etc.  =  (a) 


so  ist 


1)  {a  +  27ci)  =  (a) 

2)  (a  +  i)        =  2(4«) -(a) 

a 


3) 


(1)       =  w  v^ 


Zur  Erläuterung  dieser  Aufzeichnungen  bemerken  wir  folgendes. 

Die  Ungleichungen   [III],    [IV]  stellen,    wenn  man  a  =  x  +  yi 

setzt,  die  Außengebiete  der  beiden  Kreise  dar,  die  um  die  Punkte 

A  bez.  —4"  der   lateralen  Achse   mit   dem  Radius  -^  beschrieben 

sind.     Die  Ungleichung  [I]   bezieht   sich   offenbar   auf  eine   etwas 

5 
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andere  Anordnung  der  Figur,  sie  müßte  lauten  —  1  <;?/<:  1 ;  die 
Ungleichung  [II]  gibt  das  Außengebiet  des  oberen  kleinsten  Kreises 

der  Figur,  dessen  Mittelpunkt  im  Punkte  -r-  liegt  und  dessen  Radius 

gleich  -^  ist.     Der  Umstand,  daß  Grauß  auch  den  Kreis  x^  -\-y^  =  1 

hingezeichnet  hat,  beweist,  daß  er  nicht  nur  den  Fundamental- 
bereich der  Gruppe 

(in  dieser  Form  erscheint  diese  Gruppe  auf  S.  4  des  ersten  Zettels 
S.  128  des  Anhangs)  d.  h.  der  zu  der  Modulfunktion 

(64)  ^  =  4i 

gehörigen  „Hauptkongruenzgruppe  zweiter  Stufe"  im  Auge  hatte, 
sondern,  daß  er  auch  den  Fundamentalbereich  der  Modulgruppe 
(54)  betrachtet  hat. 

Die  Tatsache,  daß  weder  in  den  Formeln  noch  in  der  Figur 
die  Bedingung  a;  >-  0  hervortritt,  läßt  vermuten,  daß  Gauß  beim  Ent- 
werfen jener  Figur  rein  zahlentheoretisch  den  geometrischen  Ort 

der  Wurzelpunkte  t  =  ^^^ — —  der  reduzierten  quadratischen  Form 

(ohne  Beschränkung  auf  die  Wurzel  mit  positivem  realem  Teil)  auf- 
gesucht und  nicht  etwa  funktionentheoretisch  gedacht  hat. 
Daß  er  aber  hinterher  die  funktionentheoretische  Bedeutung  der 
Figur  in  betracht  zog,  zeigt  die  Aufzeichnung  auf  S.  8  der 
Scheda.  Denn  die  Formel  1)  bezieht  sich  auf  das  invariante  Ver- 
halten der  Funktion  {a)  =  p{a)  bei  der  einen  Fundamentalsub- 
stitution der  Gruppe  (63),  während  die  Formeln  2),  3)  das  Ver- 
halten eben  dieser  Funktion  bei  den  Fundamentalsubstitutionen 
der  Gruppe  (54)  darstellen,  also  mit  den  Formeln  für  pt  auf  S.  4 
des  ersten  Zettels  d.  h.  mit  den  ersten  Gleichungen  des  Formel- 
systems (59),  (60)  übereinstimmen  ^).  Es  erscheint  nach  der  Anlage 
der,  in  der  Handschrift  nur  skizzierten,  Figur  nicht  ausgeschlossen,  daß 
Gauß  auch  die  Einlagerung  des  Fundamentalbereichs  der  Modul- 
gruppe (54)  in  den  der  Gruppe  (63)  ins  Auge  gefaßt  und  damit  die 
sechs  Fälle  der  Substitutionen  (54)  modulo  2  geometrisch  interpre- 
tiert hat. 


1)  In  der  Tat  ist  2(4a)  — (a)  oder  2p{^a)—p{a)  =  q{a.). 
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Das  Werke  VIII,  S.  99—102,  abgedruckte  Fragment  [3] 
stammt  aus  dem  1815/1816  benutzten  Handbuche  35,  es  enthält  die 
Auflösung  der  Grleichung 

30    _     . 

indem  A^  =  —  gesetzt  und  dann  ein  Wert  von  t  durch  die  For- 
mel (55)  bestimmt  wird.  Die  übrigen,  sagt  Gauß,  sind  in  der 
Formel  (63)  „enthalten",  was  ja  durchaus  richtig  ist,  aber  die 
Formel  (63)  gibt  —  wie  Herr  Fricke  a.  a,  0.  bemerkt  —  nicht 
nur  diese  Werte,  sondern  auch  alle  Lösungen  der  Grleichung  (64). 
Die  Aufzeichnungen  5),  die  wir  auch  gleich  hier  besprechen 
möchtenj  stammen,  wie  bereits  bemerkt,  aus  dem  Jahre  1827.  Wir 
sehen  daselbst  zunächst  die  Figur,  die  den  Fundamentalbereich  der 
zu  der  Gruppe  (63)  gehörigen  Modulfunktion  (64)  darstellt,  u.  z. 
diesmal  nur  in  der  durch  ä;  >*  0  charakterisierten  Halbebene  ge- 
zeichnet^), Gauß  charakterisiert  sie  arithmetisch  dadurch,  daß  „der 

imaginäre  Theil  von  t  und  —  zwischen  —i  und  -f-i  liegt.''    Er  hebt 
dann  hervor,  daß  wenn  t  auf  diesen  Bereich  beschränkt  wird,,  der 

reale  Teil  von   —hjr  positiv  sei.     Daraus  folgt,  daß  wenn  man  aus 

P'it)   ^ 

das  „einfachste  agM."  bildet-},    dieses  den  Wert  ^  hat,    vorausge- 
setzt,   daß  t  in   jenem    Bereiche    gelegen    ist.     Der    entsprechende 

1)  Die  Art,  wie  Schering  diese  und  die  auf  der  folgenden  Seite  (Werke 
III,  S.  478)  befindliche  Figur  wiedergibt,  zeigt,  daß  er  die  Bedeutung  dieser  Fi- 
guren nicht  erkannt  hat.  Die  Bedeutung  derselben  hat  zuerst  Herr  Klein  hervor- 
gehoben (vergl.  Mathem.  Annalen  21,  S.  215  und  Klein-Fricke,  Vorlesungen  über 
die  Theorie  der  ellipt.  Modulfunktionen,  Bd.  I,  1890,  S.  278,  Fußnote).  In 
korrekter  Zeichnung  hat  sie  Herr  Fricke,  Werke  VIII,  S.  105,  reproduziert.  Rie  - 
mann  hat  in  einer  Vorlesung  vom  W.S.  1858/59  dieselbe  Figur  gegeben;  diese 
Vorlesung  ist  aber  erst  gegen  Ende  der  neunziger  Jahre  durch  eine  Nachschrift 
von  V.  Bezold  in  weiteren  Kreisen  bekannt  geworden  (vergl.  Riemanns  Werke, 
Nachträge,  herausgegeben  von  Noether  und  Wirtinger,  1902,  S.  9-3).  Da  Riemann 
den  Gaußschen  Nachlaß  zur  Bearbeitung  übernommen  liatte  (vergl.  Hattendorf: 
Die  elliptischen  Funktionen  in  dem  Nachlasse  von  Gauß;  Hannover,  Schmorl  & 
V.  Seefeld,  1869),  ist  es  wohl  möglich,  daß  er  diese  Figur  bei  Gauß  kennen  ge- 
lernt hat. 

2)  D.  h.  dasjenige,  wo  bei  den  geometrischen  Mitteln  yjniy-i  »y_i  das  Vor- 
zeichen so  gewählt  wird,  daß  der  reale  Teil  von  - — '^ — ^^=^  positiv  ausfällt. 
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Bereich  von  ^t  ist  dann  der   durch  die  Figur  Werke  III,  S.  478, 
angedeutete,  der  durch  die  Ungleichungen 

bestimmt  wird.    In  diesem  Bereiche  nimmt  die  Funktion -. —  ^) 

jeden  Wert  einmal  und  nur  einmal  an. 

Wahrscheinlich  war  Gauß,  abgesehen  von  der  wohl  erst 
nach  1805  gefundenen  geometrischen  Repräsentation  des  Funda- 
mentaJbereichs,  im  Juni  1800  bereits  im  Besitz  aller  dieser  Eigen- 
schaften der  Modulfunktion. 

Nach  der  Tagebuchnotiz  111)  „Rectificatio  Ellipsis  tribus 
modis  diversis  absoluta"  hat  Grauß  dann  uoch  die  Rektifikation 
der  Ellipse,  d.  h.  die  Bestimmung  des  Integrals  zweiter  Gattung 
mit  variabler  oberer  Grenze  mit  Hilfe  seiner  neuen  Trans- 
zendenten durchgeführt.  In  den  bisher  veröffentlichten  Teilen 
des  Nachlasses  ist  nichts  zu  finden,  was  sich  auf  diesen  Gegen- 
stand bezieht ;  ich  gebe  darum  im  Anhang  4.  eine  Aufzeichnung 
wieder,  die  zwei  Methoden  für  die  Berechnung  des  Ellipsen- 
bogens  enthält  (welches  die  dritte  in  der  Tagebuchnotiz  111) 
erwähnte  gewesen  sein  mag,  konnte  ich  nicht  feststellen)  und 
die  sich  in  der  angewandten  Methode  den  Erörterungen  der  Deter- 
minatio  attractionis  (1818,  Werke  III,  S.  331  f^.  vergl.  besonders 
S.  353  ff".)  und  den  weiter  unten  Abschnitt  6,  c))  wiedergegebenen 
Aufzeichnungen  aus  der  Scheda  An  anschließt.  Eine  genaue  Zeit- 
bestimmung für  jene  Aufzeichnung  über  die  Rektifikation  der  El- 
lipse, die  sich  auf  einigen  Zetteln  findet,  ist  nicht  möglich.  Der 
Inhalt  ist  ohne  jeden  Kommentar  verständlich,  wir  bemerken,  daß 
Gauß  seine  Methode  auf  die  Berechnung  der  Bogenlänge  eines 
Erdmeridians  angewandt  hat^). 

Gauß  scheint  dann  längere  Zeit  hindurch  die  jetzt  zu  einem 
gewissen  Abschluß  gebrachte  Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
nicht  weiter  verfolgt  zu  haben.  Wir  werden  sehen,  daß  Gauß 
seinen  hier  geschilderten  Untersuchungen  auch  später  keine 
wesentlich    neuen  Gedanken  hinzugefügt  hat,    daß    er   namentlich 


Q^  (i) 

1)  Nicht,  wie  a.  a.  0.  irrtümlich  angegeben  ist,  ~ — . 

2)  Der  darin  angewandte  Wert  für  die  Abplattung  (a  =  302,78000,  b  =  a  —  \) 
würde  auf  eine  si>!Uere  Zeit  hinweisen.  Vergl.  Ih-icfwecbsel  Gauß-Olbers  II,  S.  162 
(April  1822),  S.  133  (Juli  1824),  S.  471  (März  1827). 
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immer  an  der  Theorie  des  agM.  und  der  Thetafunktionen  haften 
blieb  und  eine  direkte  funktionentheoretische  Untersuchung  weder 
für  das  Integral  erster  Grattung  noch  für  seine  Umkehrungsfunktion 
angestellt  hat.  In  Bezug  auf  diese  letztere  Untersuchung  hat  er 
also  den  Arbeiten  von  Jacobi,  Abel,  Puiseux  und  Riemann 
nicht  vorgegriffen.  Dagegen  ist  er,  wie  schon  oben  angedeutet 
wurde,  insofern  sehr  bald  über  die  Theorie  der  elliptischen  Funk- 
tionen hinausgegangen,  als  er  die  allgemeineren  Transzendenten, 
die  durch  die  Gaußsche  Differentialgleichung  definiert  werden,  in 
den  Kreis  seiner  Betrachtungen  zog. 

Während  also  bei  Abel  und  Jacobi  die  Theorie  der  ellip- 
tischen Integrale  im  Vordergrunde  steht  und  demgemäß  der 
weitere  Fortschritt  nach  der  Seite  der  Integrale  der  allgemeinen 
algebraischen  Funktionen  hin  erfolgt,  wird  Gauß  durch  seinen 
in  der  Theorie  des  agM.  wurzelnden  Gedankengang  von  der 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen  nach  der  Seite  der  Theorie 
der  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  hin  gelenkt 
und  erscheint  so  als  Bahnbrecher  und  Vorläufer  für  die  funk- 
tionentheoretische Forschung  der  letzten  Dezennien  des  neun- 
zehnten Jahrhunderts. 

In  wie  weit  Gauß  seine  Untersuchungen  zum  Ausgangspunkt 
allgemeiner  funktionentheoretischer  Betrachtungen  genommen  haben 
mag,  läßt  sich  aus  seinem  Nachlaß  nur  unvollkommen  feststellen. 
Daß  er  im  Jahre  1800  mit  Funktionen  komplexer  Variabein  gearbeitet, 
daß  er  die  komplexe  Veränderliche  geometrisch  repräsentiert  hat, 
ist  gewiß;  aber  das  wenige  an  nachgelassenen  Notizen  und  Brief- 
schaften, das  uns  einen  Einblick  gewährt  in  den  Umfang  seiner 
funktionentheoretischen  Kenntnisse,  stammt  aus  späterer  Zeit,  so 
daß  wir  den  Bericht  über  diesen  Gegenstand  auf  einen  folgenden 
Abschnitt  verschieben  müssen. 


6.   Die  Jahre  1801—1810, 

a)    Die  Jahre  1801—1808.     Zahlentheoretische  An- 
wendungen der  elliptischen  Funktionen. 

Im  Vergleich  zu  den  sich  auf  erstaunlich  kurze  Zeiträume 
zusammendrängenden  Resultaten ,  über  die  wir  in  den  vorher- 
gehenden Abschnitten  zu  berichten  hatten,  erscheint  der  Ertrag 
der  analytischen  Forschungen,  die  Gauß  in  den  folgenden  Jahren 
angestellt  hat,   nicht   aUzu   reichlich.     Wir  werden  sehen,    daß  er 
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namentlicli  zu  Anwendungen  seiner  neuen  Transzendenten  auf 
Probleme  der  Zahlentheorie  übergegangen  ist;  in  wie  weit  freilich 
in  diese  Jahre  noch  Vorarbeiten  für  später  veröffentlichte  oder 
wenigstens  aufgezeichnete  Untersuchungen  fallen,  entzieht  sich 
unserer  Kenntnis.  Von  zahlentheoretischen  Anwendungen  sind  es 
vorwiegend  drei,  die  hier  zu  besprechen  sein  werden: 

1)  Der  noch  in  den  Juni  1800  fallende  calculus  numerico- 
exponentialis,  siehe  die  Tagebuchnotiz  112). 

2)  Der  Zusammenhang  der  linearen  Transformation  der  sum- 
matorischen  Funktionen  mit  der  Lehre  von  den  quadrati- 
schen Eesten,  1801—1805. 

3)  Die  Anwendung  der  lemniskatischen  Funktionen  auf  die 
Theorie  der  kubischen  und  biquadratischen  Reste,  1805 
—1807. 

Schon  im  Leiste  und  in  der  Scheda  Aa  hat  Gauß  zum  Zwecke 
numerischer  Induktionen,  die  in  den  lemniskatischen  Thetareihen 
auftretenden  Potenzen  von  e  berechnet  und  dabei  Methoden  der 
additiven  Zahlentheorie  angewendet  (vergl.  oben  S.  22).  Die  Tage- 
buchnotiz 112)  „calculum  numerico-exponentialem  omnino  novum 
invenimus",  bezieht  sich  wohl  (vergl.  die  Anmerkung  von  F.  Klein, 
Mathem.  Annalen  57,  S.  27)  auf  die  Anwendung  der  von  Gauß 
erdachten  Methoden,  die  Faktoren  großer  Zahlen  zu  finden,  wie 
sie  in  den  Werke  III,  S.  426 — 431  abgedruckten  Pechnungen  an 
Beispielen  auseinandergesetzt  sind. 

Die  Tagebuchnotiz  118)  vom  Mai  1801  ist  schon  in  dem  Auf- 
satze von  Herrn  Bachmann  ^)  eingehend  erläutert  worden.  Ich 
kann  mich  daher  darauf  beschränken,  darauf  hinzuweisen,  daß 
Gauß  möglicherweise  von  vornherein  einen  Zusammenhang  zwischen 
der  bei  Auswertung  der  sogenannten  Gaußschen  Summen  in  Frage 
kommenden  Vorzeichenbestimmung  und  der  Bestimmung  der 
achten  Einheitswurzel  (siehe  oben  S.  62  das  /"),  die  bei  der  linearen 
Transformation  der  summatorischen  Funktionen  y  (/),  qit),  r{t)  auf- 
tritt, vermutet  haben  könnte.  Die  vier  Jahre  hindurch  fortge- 
setzten Bemühungen  (vergl.  die  Tagebuchnotiz  123)  vom  30.  Aug.  1805) 
die  Gauß  der  Bestimmung  jenes  Vorzeichens  gewidmet  hat,  haben 
ihn  sicherlich  veranlaßt,  alle  ihm  zu  Gebote  stehenden  Hilfsmittel 
heranzuziehen,  und  wenn  man  bedenkt,  daß  Hermite-)  die  Be- 
stimmung der  achten  Einheitswurzel  bei  der  linearen  Transformation 


1)  Materialien  I,  S.  34  ff. 

2)  Liouvilles  Journal  (2),  t.  3,  =  Oeuvres  I,  S.  486. 
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gerade  auf  die  Gaußschen  Summen  zurückgeführt  hat,  so  würde 
man  es  kaum  begreifen  können,  daß  Gauß  bei  den  hier  in  Rede 
stehenden  Fragen  seine  Untersuchungen  über  die  Funktionen  p,  q,  r 
nicht  herangezogen  haben  sollte,  zumal  die  Identitäten  zwischen 
Reihen  und  Produkten,  wie  sie  in  der  1808  erschienenen  Abhand- 
lung „Summatio  quarundam  serierum  singularium"  ^)  auftreten, 
direkt  an  die  Methoden  anknüpfen,  mit  denen  in  der  Scheda  Ac 
operiert  wurde.     Die  Bemerkung,  nach  Herleitung  der  Formel 

„haec  aequalitas  inter  duas  expressiones  abstrusiores,  ad  quas 
alia  occasione  reveniemus,  valde  sane  est  memorabilis", 
kann  sich  auf  nichts  anderes  beziehen,  als  auf  das  von  Gauß 
projektierte  Werk  über  die  „Transzendenten  Funktionen",  Ferner 
haben  wir,  allerdings  aus  späterer  Zeit  ^)  herrührend,  eine  die 
elliptischen  Funktionen  betreffende  Aufzeichnung  von  Gauß,  in 
der  direkt  auf  die  „Summatio  quarundam  serierum"  Bezug  genommen 
wird.  Gauß  hat  also  den  Zusammenhang  zwischen  den  Reihen, 
die  in  dieser  Abhandlung  auftreten,  und  den  elliptischen  Funktionen 
sicher  gekannt. 

In  dem  im  November  1801  begonnenen  Handbuche  (16)  finden  sich 
Aufzeichnungen  zur  Theorie  der  lemniskatischen  Funktionen,  die 
Werke  III,  S.  405,  art.  [4]  und  S.  409  beginnend  Zeile  5  v.  u.  bis 
S.  412  untermischt  mit  Aufzeichnungen  aus  anderen  Handbüchern 
(17  und  19)  abgedruckt  sind.  Man  wird  wohl  die  Entstehungszeit 
dieser  Aufzeichnungen  mit  dem  Beginn  von  Gauß  Untersuchungen 
zur  Theorie  der  höheren  Potenzreste  also^)  etwa  auf  1805 — 1807 
anzusetzen  haben. 

In  der  Tat  enthalten  diese  Notizen  nicht  nur  eine  Rekapitu- 
lation der  älteren  (in  Leiste  und  Scheda  Aa  befindlichen)  Potenz- 
reihenentwickelungen  für  den  sin  lemn.  und  dessen  Zähler  und 
Nenner,  sowie  der  Formeln  für  die  ganzzahlige  Multiplikation, 
sondern  auch  die  Formeln  für  die  komplexe  Multiplikation  der 
Zähler  und  Nenner  von  sin  lemn.  und  cos  lemn.  und  am  Schluß  eine 


1)  Werke  II,  S.  9  ff.,  vergl.  besonders  artt.  S,  9,  S.  19—21. 

2)  a.  a.  0.  S.  20;  Jacobi  bat  diese  Formel  in  art.  66  der  „Fundamenta"  her- 
geleitet und  zitiert  daselbst  die  Summatio  quarundam  serierum,  vergl.  oben  S.  9. 

3)  Hundert  Theoreme  über  die  neuen  Transzendenten,  Werke  III,  S.  40 1  ff. 
Diese  Abhandlung  stammt  jedenfalls  aus  der  Zeit  nach  1818,  weil  darin  (auf  S. 
467)  die  Determinatio  attractionis  zitiert  wird. 

4)  Siehe  Bachmann,  a.  a,  0.  S.  39  ff. 
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bemerkenswerte  zahlentheoretische  Anwendung  (diese  stammt  von 
S.  63  und  72  des  Handbuchs  16),  die  als  Vorarbeit  für  die  in 
der  Tagebuchnotiz  146)  vom  9.  Juli  1814  enthaltene  „Observatio 
. . .  theoriam  residuorum  biquadraticorum  cum  functionibus  lemnis- 
caticis  elegantissime  nectens"  anzusehen  ist. 

Damit  würden  wohl  die  auf  die  Jahre  1801 — 1807  zu  datieren- 
den Untersuchungen  über  Gegenstände  der  Analysis,  soweit  sich 
im  Nachlaß  Spuren  von  ihnen  finden,  erschöpft  sein,  wenn  wir  noch 
die  bereits  oben  besprochene  Notiz  zur  Theorie  der  Modulfunktion  aus 
der  SchedaAn  hinzunehmen.  Gauß  hat  eben  in  diesen  Jahren  den 
größten  Teil  seiner  Zeit  astronomischen  Arbeiten  gewidmet,  sagt 
er  doch  selbst  im  Tagebuch  122):  „Annis  insequentibus  1802,  1803, 
1804  occupationes  astronomicae  maximam  otii  partem  abstulerunt, 
calculi  imprimis  circa  planetarum  novorum  theoriam  instituti.  Unde 
evenit,  quod  hisce  annis  catalogus  hicce  neglectus  est.  Dies  ita- 
que,  quibus  aliquid  ad  matheseos  incrementa  conferre  datum  est, 
memoriae  exciderunt.'' 

Mit  diesen  astronomischen  Arbeiten  im  Zusammenhang  steht 
auch  die  „Theoria  interpolationis  methodo  nova  tractata",  die  aus 
dem  Nachlasse  Werke  III,  S.  265 — 327  abgedruckt  ist  und  die 
wir  hier  darum  erwähnen,  weil  nach  Angabe  von  Schering  (ebenda 
S.  328)  ein  erster  Entwurf  dieser  Abhandlung  aus  dem  Jahre  1805 
stammen  solP). 

b)  Das  Jahr  180  8.  Beginn  der  Korrespondenz  mit 
Schumacher.  Die  Aufgabe  des  Pedrayes.  Wiederauf- 
nahme der  Arbeiten  über  elliptische  Funktionen. 
Schering  berichtet^),  daß  sich  ;.in  einem  Handbuche  unmittel- 
bar nach  den  in  der  Theoria  motus  corporum  coelestium,  [Gotha 
1809]  wiedergegebenen  Hilfstafeln-'  die  Abhandlung  ^)  „Zur  Theorie 

1)  Vergl.  dazu  die  folgenden  Stellen  eines  Briefes  von  Schumacher  an 
Gauß  (BriefMechsel  I,  S.  128)  vom  8.  Juni  1816:  „Ich  habe  in  der  Hoffnung,  Sie 
würden  dadurch  Veranlassung  finden,  Ihre  Theorie  der  Interpolation,  die  ich  hand- 
schriftlich habe,  bekannt  zu  machen,  die  Preisfrage  unserer  Gesellschaft  für  1817 
so  abfassen  lassen:  .  .  .  ."  und  eines  früheren  Briefes  (ebenda  I,  S.  9)  vom  S.  Nov. 
1809:  „Sie  haben  hier  [d.  h.  in  Altona]  einen  Kragen  vergessen,  auch  hat  meine 
Mutter  noch  Ihr  Manuskript  über  Interpolation  .  .  .". 

2)  Werke  III,  S.  494,  vergl.  Klein,  Anmerkung  zur  Tagebuchnotiz  140). 

3)  Werke  111,  S.  436  ff. ;  die  Abhandlung  ist  dem  Handbuch  16  (begonnen 
Nov.  1801)  entnommen,  wo  sie  etwa  14  Seiten  (S.  40  —  53)  einnimmt.  Der  Ab- 
druck ist  unvollständig;  so  folgen  in  der  Handschrift  nach  dem,  was  Werke  III, 
S.  440,  Art  [4]  abgedruckt  ist,  noch  etwa  5  eng  beschriebene  Seiten,  die  Schering 
weggelassen  hat.  Auch  sogleich  im  Art  [1]  sind  wichtige  und  charakteristische 
Stellen  unterdrückt.    Ein  Neudruck  dieser  Abhandlung  erscheint  unabwcislich. 
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der  transzendenten  Funktionen  gehörig"  findet,  die  „wohl  dem 
Jahre  1808  angehören  und  die  Veranlassung  zu  einer  Mitteilung 
an  Schumacher  gewesen  sein"  wird. 

Der  Briefwechsel  zwischen  Grauß  und  Schumacher,  der 
sich  von  1808 — 1850,  also  über  einen  Zeitraum  von  42  Jahren  er- 
streckt, wird  durch  einen  Brief  Schumachers  vom  2.  April  1808 
eingeleitet,  in  dem  Schumacher  Grauß  auffordert,  die  Aufgabe  zu 
lösen,  die  der  Spanier  Pedrayes  gestellt  hatte.  Wir  wollen 
zunächst  über  diese  Aufgabe  und  über  ihren  Autor  einige  An- 
gaben machen,  natürlich  nur  soweit  sie  zum  Verständnis  des  fol- 
genden erforderlich  sind^). 

Augustinus  Pedrayes  (1744 — 1817)  war  1769—1791  Lehrer  am 
Pagenkollegium  (später  adliges  Seminar  genannt)  in  Madrid;  er 
veröffentlichte  1796  eine  Aufgabe  in  der  Form  eines  Programms^) 
die  im  wesentlichen  folgendermaßen  lautet: 

„Problema  invenire  aequationem  integralem  respondentem  huic 
differentiali : 


ar'^dx  hr^dx  cr^du  er  du  fr  dxS^^r'^  —  rx 


V^(r  —  x)x       \' (4>-  —  x)x       \j{r  —  u)  ii      \/(4>-  —  u)  u  \/{r  —x)x 


lirdxSjr^  —  rx      Icr  f7?i\/4r'^  —  ru      gr  duSjr^  —  ru 
\l{4r—x)x  \l{r  —  u)  u  V(4r  —  u)  u 


lrdx\j4ir  —  u       mrdu\jA.r  —  x      nrdx\lr  —  u   ^  prdu\Jr  —  x 


\l  x  Sju  Sjx  Sju 


qrdx\j{4.r  —  ii){r  —  ii)       srdn\^{'^r  —  x){r  —  x)       trudx       srxdu 

_] .^— .  _j ^ 1 ^__  _| _--_ 

\jrx  Sjni  \rx  \ru 

Hierin  bedeuten  r,  a,  h,  c,  . . .,  £■  Konstanten. 

Dem  Abdruck  in  Hindenburgs  Archiv  sind  Bemerkungen  von 
Wilhelm  Pf  äff  (Professor  der  Mathematik  in  Dorpat,  später  in 
Erlangen)  angeschlossen,  die  eine  Lösung  der  Pedrayesschen  Aufgabe 
von  J.  Fr.  Pf  äff   (dem    bekannten   und  bereits  erwähnten  Helm- 

1)  Ausführlichere  Notizen  über  Pedrayes  (die  ich  zum  Teil  gütigen  Mit- 
teilungen des  Herrn  Zeel  G.  de  Galdeano  in  Zaragoza  verdanke)  und  seine 
Aufgabe  sollen  an  anderer  Stelle  veröffentlicht  werden. 

2)  Erschienen  in  lateinischer  und  spanischer  Spraclie:  Ex  typographia  Regia 
in  Madrid;  abgedruckt  lateinisch  im  i^.  Hefte  1709  von  Hindenburgs  Archiv  der 
reinen  und  angewandten  Mathematik,  S.  85  ff.  und  in  deutscher  Übersetzung  von 
H.  Murhardt  in  den  Göttinger  Nachrichten  von  1798. 
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stedter  Professor,  "Wilhelms  Bruder)  enthalten.  Es  heißt  daselbst, 
daß  „die  Integration  des  1.,  2.,  3.,  4.  Teiles  von  der  Quadratur  des 
Kreises,  des  5.,  6.  von  der  Rektifikation  der  Ellipse,  des  7.,  8, 
von  der  Rektifikation' der  Hyperbel  abhängt^);  die  übrigen  Teile 
können  angesehen  werden  als  Differentiale  von  Elächen  krummer 
Linien,  deren  Beschaff'enheit  sich  nach  dem  Verhalten  zwischen  u 
und  X  richtet.  Es  kommt  nun  eigentlich  —  wie  ich  glaube  —  bei 
der  Aufgabe  darauf  an,  ii  und  x  durch  einander  oder  durch  eine 
dritte  Größe  q)  so  zu  bestimmen,  daß,  obgleich  die  eigentlichen 
Integralteile  transzendent  sind,  doch  das  gesamte  Integral  alge- 
braisch werde.  Dies  wird  nicht  bei  allen  Werten  a,  h,  . . .,  ^  tun- 
lich sein,  daher  müssen  noch  ferner  die  Werte  dieser  Konstanten 
bestimmt  werden,  bei  welchen  es  angeht."  —  Die  Lösung  von 
J.  E.  Pfaff  bezieht  sich  auf  u  =  x. 

Der  Pariser  Akademie  wurden  eingereicht  eine  aus  Berlin 
stammende  Lösung,  die  aber  als  unzureichend  erklärt  wurde,  und 
die  Lösung  von  Pedrayes  selbst,  in  bezug  auf  die  beschlossen 
wurde,  das  Urteil  der  Akademie  nicht  zu  veröffentlichen.  1805 
erschien  dann  die  Pedrayessche  Lösung  unter  dem  Titel:  „Opus- 
culum  primum.  Solutio  problematis  propositi  anno  1797  [sie!]; 
a  subscriptorum  societate  literaria  pervulgata." 

In  seinem  Briefe  (vom  2.  April  1808)  erwähnt  Schumacher 
sowohl  die  Auflösung  von  Pfaff  als  auch  die  eigene  Auflösung 
des  Pedraj^es.  Auch  Grauß  bezieht  sich  in  seinem  Antwortschreiben 
(vom  17.  Sept.  1808)  auf  die  von  Pfaff'  gegebene  Lösung  und 
fährt  dann  fort : 

„Vielleicht  wäre  ich  im  Besitz  von  Wahrheiten,  die  zur  Ent- 
scheidung dieser  Sache  dienen  könnten  ....  Mit  Kreisfunktionen 
und  Logarithmischen  wissen  wir  jetzt  umzugehn,  wie  mit  dem 
1  mal  1,  aber  die  herrliche  Goldgrube,  die  das  Innere  der  höheren 
Funktionen  enthält,  ist  noch  fast  ganz  Terra  Incognita.  Ich 
habe  darüber  ehemals  sehr  viel  gearbeitet  und  werde  dereinst  ein 
eigenes  großes  AVerk  darüber  geben,  wovon  ich  bereits  in  meinen  Dis- 
quisitiones  arithm.  p.  593  -)  einen  Wink  gegeben  habe.  Man  gerät  in 


1)  Pedrayes  hebt  dies  in  seinen  Erläuterungen  zu  dem  Problem  selbst  hervor. 

2)  Werke  I,  S.  412,  413;  art.  335.  Es  ist  vielleicht  angebracht,  diese  be- 
rühmte Stelle  hier  wörtlich  wiederzugeben.     Sie  lautet : 

„Ceterum  principia  thooriae,  quam  exponere  aggredimur  [sc.  1.  aequationum 
circuli  sectiones  definientium],  multo  latius  patent,  quam  hie  extenduntur.  Namque 
non  solum  ad  functiones  circulares,   sed   pari  successu  ad  multas  alias  functiones 

/»      ^^ 
transcendentes    aiqdicari    possunt,    e.  g.    ad    eas,    quae    ab    integrali    f~rr\ ^7: 
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Erstaunen  über  den  überschwenglichen  Reichtum  an  neuen  höchst 
interessanten  Wahrheiten  und  Relationen,  die  dergleichen  Funk- 
tionen darbieten  (wohin  u.  a.  auch  diejenigen  gehören,  mit  denen 
die  Rektifikation  der  Ellipse  und  Hyperbel  zusammenhängt).  Es 
könnte  wohl  sein,  daß  gerade  aus  diesen  Untersuchungen  die  Be- 
antwortung der  Pedrayes  -  Aufgabe  sich  entnehmen  ließe,  vor- 
ausgesetzt, daß  sie  eine  Auflösung  zuläßt,  die  wirklich  einen  Wert 
hat:  allein  wenn  ich  auch  klarer  sähe,  daß  die  ganze  Aufgabe  zu 
etwas  führen  könnte,  als  das  bis  jetzt  der  Fall  ist,  würde  ich  doch 
jetzt  von  dieser  Untersuchung  abstrahieren  müssen,  da  ich  mich 
erst  dann  in  diese  weitaussehende  Materie  wieder  hinein  werfen 
werde,  wenn  ich  an  die  Ausarbeitung  jenes  großen  Werkes  werde 
denken  können.  Dazu  bin  ich  aber  jetzt  noch  mit  zu  vielen  andern, 
mir  nicht  minder  interessanten  Untersuchungen  überhäuft." 

Aus  der  Bemerkung  Scherings  scheint  hervorzugehen,  daß  er 
annimmt,  die  AuflPorderung  Schumachers,  die  Lösung  der  Pedrayes- 
schen  Aufgabe  zu  versuchen,  hätte  den  äußern  Anstoß  dazu  ge- 
geben, daß  Gauß  1808  die  Arbeiten  an  den  elliptischen  Trans- 
zendenten wieder  aufgenommen  habe.  Obwohl  die  Schlußwendun  o* 
der  brieflichen  Äußerung  von  Gauß  diese  Auffassung  nicht  gerade 
bestätigt,  hat  dieselbe  doch  viel  Wahrscheinliches;  jedenfalls 
bringen  die  Jahre  1808  und  1809  wieder  eine  Reihe  von  Beiträgen 
zu  der  in  Rede  stehenden  Theorie  ^). 

Die  oben  erwähnte  Abhandlung  „zur  Theorie  der  transzen- 
denten Funktionen  gehörig"  beginnt  mit  der  Ent Wickelung  der 
Formel  für  die  lineare  Transformation  der  von  beiden 
Argumenten  abhängigen  Thetafunktion, 

7^  _  V     -«(,^  +  ")'' 

i-=  -CO 

die  Gauß  erhält,  indem  er  diese  Funktion  T  in  eine  nach  Kosinus 
der  Vielfachen  von  2  Tto^  fortschreitende  Reihe  entwickelt  und  die 
Koeffizienten  in  der  heute  nach  Fourier  benannten  Weise  durch 


pendent,  .  . .  . :  sed  quoniam  de  illis  functionibus  transcendentibus  aniplura  opus 
peculiare  paramus,  . . . .,  hoc  loco  sc.Ias  functiones  circulares  considerare  visum  est." 
1)  Vergl.  auch  Jacobi,  Werke  I,  S.  394,  Brief  an  Legendre,  wo  es  heißt: 
M.  Gauß  ayant  appris  de  celui-ci  [Jacobis  Arbeiten^in  den  Astronomischen  Nach- 
richten von  1827,  Jacobis  "Werke  I,  S.  29— 4S]  m'a  fait  dire  qu'il  avait  developpe  di-jä 
en  1808  les  cas  de  3  sections,  5  sections,  et  de  7  sections,  et  trouve  en  meme  temps 
les  nouvelles  echelles  de  niodules  qui  s  y  rapportent.  Cette  nouvelle,  ä  ce  qui  me 
parait,  est  bien  interessante."  Vergl.  Legendre  ebenda  S.  398,  Jacobi  ebenda  S. 
416,  Legendre  ebenda  S.  418,  428. 
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Integration   zwischen   den   Grenzen   oa  =  0  bis  oj  =  1  bestimmt  ^). 


Ij  In  moderner  Bezeichnungsweise  (vergl.  oben  S.  45)  ist: 

+  C0      -ci(1c  +  (o)-  -«ö-       /cca  ,    -a 

T  =  ^    e  =  e  a-oo  -^|e 

i=— OD  \^» 

und  die  von  Gauß  entwickelte  Formel  (Werke  III,  S.  437,  Zeile  6) 

Jtjr  /,       acoi 

— U-+ 


(65)  ^g-"»/^-^-;  ^y_e-"--Ve 

lautet : 


'  =  V/^ 


—  a(k  +  a)~ i /iLe  — «w«  •ST-  „       «   V  ^ 


laca 


\e    "]=  y  —  ■9'üol<a:e 


also,   wenn  man  e       *^   =  g  =  e^^*   setzt    (vergl.    etwa   Weber ,    EUipt.    Funkt. 
1891,  S.  78,  Gl.  (11)), 


(65)'  e 


^,,[^\e       ^)=v/^=^^ooC:e^ 


Aus  (65)  ergibt  sich,  daß  die  von  Gauß  a.  a.  0.  mit  P  bezeichnete  Größe  den 
Wert  2%  hat.  In  derselben  Bedeutung  tritt  P  auch  im  art.  [5]  S.  441  auf.  Eine 
Yeritikation  der  in  dieser  Abhandlung  gegebenen  Formeln  findet  sich  in  der  Ab- 
handlung des  P.  Pepin,  IMem.  Accad.  Pont,  dei  Nuovi  Lincei  IX,  2  (1S93),  S.  94  fi. 
Wie  Hattendorf  a.  a.  0.  bemerkt,  enthalten  die  beiden  letzten  Gleichungen  des 
art.  [1]  S.  437  zwei  aus  der  Handschrift  übernommene  Versehen.  Es  muß  nämlich  Zeile 
11  heißen  -\- ism{2Tc-\- 2(o)(o'it    und  Zeile  13    rechts   vom  Gleichheitszeichen    im 

zweiten   Gliede   —  e         ^  sm  3wP.     In  der  Handschrift  folgt  auf  die  Formel  der 

Zeile  13: 

1  i 

„Das  arithmet.-geom.  Mittel  zwischen  (1  -f-  2a;  -| )-  und  {2x^  -\-  2a'*  +•••)" 


ist- 


log  — 

X 


und  dort  wo  der  art.  [1]  abbricht,  hat  die  Handschrift  noch  die  Bemerkung: 

„Das  Integral  / „       , . — : wird  gleich  dem  Integrale 

•'   Vi««  cos  9^  +  hb  sin  qp-) 

/äw' 
,,  ,  , ■„  .   ,,,.   . 7—   beide    von    qp    und    qp'  =  0    gerechnet,    wenn    mau 
\J(a'a'  cos  qp'2  -f-  b  b'  sin  qp'^)  •*-  f  ..  > 

a'  =  \(a-\-  b),  b'  =  \,/ah  und 

1  a+b      1  a—h.      , 

+  -777-  sm  qp 


sin  qp  2a     sin  qp  2a 

,        a  —  v'(««  cos  qp- +  66  sin  np-)  (a-i-&)sinqp 

sin  qp'  =  —  '^      —  ^ 


(a  —  b)  sin  qp  a  -f  \/{^aa  cos  qp-  +  hb  sin  qp-) 

[setzt].     Am  Rande  stehen  mit  anderer  Schrift  und  Tinte  noch  die  Formeln: 
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Der  letzte  Satz  des  art.  [1]  läßt  vermuten,  daß  Gauß  bestrebt 
war,  von  der  Thetafanktion  zu  einer  Funktion  überzugehen,  die 
fiir  die  lineare  Transformation  invarianten  Charakter  zeigt  (vergl. 
oben  S.  64);  allein  es  findet  sich  keine  Durchführung  dieses  Ge- 
dankens. Gauß  bezeichnet  im  art.  [8]  (S.  442)  die  Theorie  der 
linearen  Transformation  als  „die  schönen  Lehrsätze  der  Recipro- 
cität",  wohl  weil  es  sich  dabei  um  den  Übergang  von 

m  l 

Tt  TT 

X  ^  e     "     ,    7/  =  e  **■ 


zu 


n  X 

x'  =  e     '"     ,   y'  =  e'" 

handelt^).  Die  artt.  [2],  [3],  [4]  beziehen  sich  auf  die  Umformungen 
der  Produkte  in  Reihen,  wobei  die  schon  in  der  Scheda  Ac  auf- 
gestellte fundamentale  Identität  aufs  Neue  abgeleitet  wird^).  Da 
Gauß  diese  Umformungen  in  einer  späteren  Aufzeichnung  (Hun- 
dert Theoreme  etc.  Werkeln,  S.  461)  ausführlich  behandelt,  gehen 
wir  an  dieser  Stelle  nicht  näher  darauf  ein.  Der  art.  [6]  behandelt 
die  Siebenteilung,  der  art.  [7]  die  Dreiteilung  der  Perioden,  was 
mit  der  oben  (Fußnote)  wiedergegebenen  Mitteilung,  die  Gauß  an 
Jacobi  hatte  gelangen  lassen,  übereinstimmt.  Die  Pünfteilung 
hatte  Gauß  1808  noch  nicht  ausgeführt,  sondern,  nach  der  Angabe 
der  Tagebuchnotiz  140)  vom  29.  Juni  1809:  „Quinqnesectionem  pro 
mediis  arithmetico-geometricis  absolvimus",  erst  ein  Jahr  später. 
Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dieser  Notiz  140),  der  am  20.  Juni  1809 
eingetragenen  Tagebuchaufzeichnung  139):  „Series  ad  media  arith- 
metico-geometrica  pertinentes  fusius  evolutae"  und  zu  den  damit 
zusammenhängenden  Aufzeichnungen. 

c)    Die  Jahre  1809  —  1810.     Der  bilineare  Algorithmus. 

Die  von  Schering  Werke  III,  S.  446 — 460  abgedruckte  Ab- 
handlung stammt  aus  dem  im  Oktober  1805  begonnenen  Handbuche 
18  (Bd),  wo  sie  S.  221 — 233  unmittelbar  nach  einer  astronomischen 


Wir   haben    also    hier  die  Landensche  Transformation,    vergl.    die  im  Anhang  4. 
abgedruckten  Zettel  und  die  Determinatio   attractionis  (1818),  Werke  III,  S.  332. 

1)  Yergl.  a.  a.  0.  S.  443,  444.     Die  Größe,    die  Gauß  hier  mit  x  bezeichnet, 
ist  das  Jacobische  q. 

2)  Auf  diese  Umformungen    beziehen    sich    auch    die    von  Schering    wegge- 
lassenen Teile  der  Handschrift. 
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Rechnung  aufgezeichnet  ist,  der  die  Bemerkung  beigefügt  ist  „ge- 
endiget d.  28.  April  1809".  Da  sie  mit  den  Worten  beginnt:  „Die 
Theoreme  in  Beziehung  auf  diejenigen  Reihen  und  unendlichen 
Produkte,  welche  zu  der  Theorie  des  arithmetisch-geometrischen 
Mittels  gehören,  ordnen  wir  so:"  ist  ihr  Zusammenhang  mit  der 
Tagebuchnotiz  139)  unverkennbar,  femer  beweist  die  Behandlung 
der  Fünfteilung  der  Perioden  auf  S.  456—460,  daß  die  Schluß- 
partie dieser  Abhandlung  um  die  Zeit  der  Tagebuchaufzeichnung 
140)  entstanden  ist.  Die  Darstellung  dieser  Abhandlung  ist  so 
deutlich,  daß  sie  jeden  Kommentar  überflüssig  macht  ^),  dagegen 
möge  hier  eine  Aufzeichnung  wiedergegeben  werden,  die  sich  in 
der  Scheda  An  auf  S.  37  ff.  findet  und  die  einesteils  durch  ihren 
nahen  Zusammenhang  mit  den  Formeln  Werke  III,  S.  448,  anderer- 
seits dadurch,  daß  sich  auf  S.  35  der  Scheda  An  am  Schluß  einer 
astronomischen  Rechnung  die  Bemerkung  findet:  „geendigt  d.  2. 
May  1809"  mit  Sicherheit  auf  die  Zeit  der  Tagebuchnotizen  139), 
140)  zu  datieren  ist.  Diese  Aufzeichnung,  die  bisher  nicht  ver- 
öffentlicht ist,  lautet  wie  folgt: 

[Scheda  An  S.  37.] 

Es  sind  gegeben  vier  Grrößen  a,  h,  A,  B 
man  bildet  daraus  nach  folgender  Ordnung 

2a'  =  a  +  h,     VU  =  ah,       cc  =  aa  —  hb,      c  =  \  {'a  —  'b),    cc  =  4a'c', 
2a"  =  a'  +  b\  h"b"  =  a'b',     c"  =  a"  -  b'\    c'  =  h  {((  -  b),      c"  =  4a"c", 
2a"  =  a"  +  b",  b""  =  a'b",  c"'  =  a"'  -  b"\  c"  =  \ («'  -  b'),  c"  =  4a" c" 


etc. 

Grenze  =  h 

Man  macht 

,_               c               __  ca'^^a"^d"^... 

Aa'^ a"^  a"'^  . . .         4«'«"'^«'"^... 

(66) 

_     c   /a'\^/fl"\i/fl"'\i 
~  4a' \a)   \a"7    Wv 

c6'H"i.. 

4h"h"'^K.. 

a-b  (a"\^  /a"'\k  ^ 
'    -     8a"   [a")    (a-v)    ^'■' 

1)  In  der  bereits  erwähnten  Abhandlung   des  P.  Pepin  werden  die  Formeln 
von   Gauß  auf  S.  23  ff.  verifiziert. 
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so  ist 

(67) 

Ferner 

(68) 


b  =  h(l-2x*-\-2x''-2x'' +  ■••)' 
c  =  Ji(2x  +  2x'  +  2x''-\----)\ 


'    A!  =  hU  +  I^),        B'  =      ^^^'^' 


b'{Ä-{-B) 


A'  =  HA'  +  B'),     B"  =  ,^^'^" 


b"{Ä'  +  B') 
2A"B"a"' 


[     Ä'"    =    UÄ"  +  B"),       B"-     y„^^,_^j^,.^ 

etc. 


Man  bestimme  H  durch  die  Gleichung 


(69) 


H  = 


hÄ'^A"*Ä'"'s... 

L      i        i 


4x 


und  y  [unleserliches  Zeichen],  so  ist 


(70) 


'ä  =  H{l  +  [y  +  ^y  +  [yy  +  ^^  +  etc.  J 


lUa 


B=  H(l-(y+  jjx*  +  (yy  +  -)x-  +  etc. 
[Scheda  An  S.  38] 


—  =  cos  2  31,    —  =  cos  31' 
a  a 


b' 


(71) 


^  =  cos  2  31' 
a 

etc. 


ig  31^  =  sin2ilf' 

a'-^  =  a  cos  3P  cos  31"  cos  3/'"  etc. 

'  sin  9?  v^  sin  231  =  igt 
sm(p'  \/ sin 2 31'  =  igt' 
sm(p"\Jsm23r  =  igt" 

etc. 
sin  2^'  =  igt\/sin231 
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sin  q)'  cos  3P 

sin  (p         cos  t^'^ 

.      ..         .       cos 3r. cos  M '\ cos 3r\.. 


smcp^  =  sing) 


cos  ^^'^  cos  ^"l  cos  ^/;"'^ . 


(72)     1 

^     ^     '  a^  sin  <p 


a  cos  T^"*.  cos  t/;"^  cos  ?/;" 
[folgt  ein  Beispiel  231  =  75"] 

[Scheda  An.  S.  39] 

sin  231 


(73) 


X    = 


4  cos  Ji- .  cos  J/' .  cos  3i"2 .  cos  Jf'^ . 


I      =7 


tgüi 

1  1 

cos  il/'.  cos  31"'^ .  cos  3i"'* 

2^  +  2x'  + 


1  +  2;r*  +  • 
1  -  2x*  +  2a;'*'  + 


=  Vsin2Jf 
=  Vcos  231 


=  tgi/; 


1  +  2x*  +  2x''  + 

(,+i)x+(,-+iy+... 

(74)  V  +  —  =  2sin9>'*^ 

[folgen  Zahlenrechnungen] 
[Scheda  An.  S.  40] 

Eine  andere  Manier: 

ig  03  =  ig  (f  \/{l  —  sin  231'  sin  g;-) 

tg  q'  =  tg  2« .  v/cos  2J/    =  tg  2w    \/— 

tga"  =  ig2co'.yjcos231'  =  tg  2q'    \IK 

tgw'"  =  tg2fo"Vcos2J/"  =  tg2o/'  ^/^ 
etc. 
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Dann  ist  qp^  das  letzte  Glied  der  Reihe  oj,  -|cl>',  J  o/',  ^«"'  etc. 

V/(1 -sin  2711  ^  sing)*)  = 

[Es  folgen  Umformungen  der  hier  auftretenden  Reihen  in  Produkte, 
die  in  der  Abhandlung  Werke  III,  S.  446  ff.  viel  ausführlicher  und 
übersichtlicher  dargestellt  sind,  und  die  wir  darum  nicht  repro- 
duzieren; auf  derselben  Seite  steht  noch  unten  die  Formel:] 


(75  a)         ig(p  = 


1\        /  3      1\  „  '  1  +  2^;^  + 2^^«  +  . 


1  -  2^*  +  2x"'  - 


Zur  Erläuterung  dieser  Aufzeichnungen  bemerken  wir  das 
folgende  : 

Die  durch  (66)  eingeführte  Grröße  x  ist  mit  der  in  der  Scheua 
Ac  (siehe  oben  Gin.  (24),  (37))  durch  ^  bezeichneten  Größe  iden- 
tisch; es  ist 

_     M(a,b) 
i  "  M(a,c) 

Die  Darstellung  (66)  ergibt  sich  durch  bis  ins  Unendliche  wiederholte 
Anwendung  der  Landenschen  Transformation  (vgl.  oben  S.  58), 
sie  findet  sich  auch  in  der  oben  erwähnten  Abhandlung  aus  Hand- 
buch 18,  Werke  III,  S.  448,  wo  aber  die  hier  mit  x  bezeichnete 
Größe  mit  \/x  bezeichnet  ist.  Die  Formeln  (67),  wo  h  =  M{a,h) 
ist,  sind  uns  schon  von  der  Scheda  Ac  her  bekannt.  Das  wesent- 
lich neue,  was  uns  hier  entgegentritt,  ist  der  Algorithmus  (68). 
Gauß  erhält  denselben  offenbar  durch  folgenden  Gedankengang. 
Die  Gleichungen  (70)  lauten  in  moderner  Bezeichnungsweise 
(vergl.  oben  S.  45  Fußnote) 

(76)        A=^  H.Q-livW),     B  =  H.&l{v\q);     v  =  e-""'^,  q  =  x\ 
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Es  ist  also 

Gauß  bildet  nun  ähnlich,  wie  aus 

gebildet  ist,  aus  (77) 

Nach  den  in  der  Scheda  Ac  enthaltenen  Formeln  für  die  Trans- 
formation 2.  Ordnung  (siehe  oben  die  Gleichungen  (33),  (35),  (33)', 
(35)') 

ergibt  sich  aus  (77),  (78),  (79) 

^^^^  A'  ~  U  +  BV  0'' 


Zur  Sicherung  der  kräftigen  Konvergenz    des  so  zu  bildenden  Al- 
gorithmus setzt  Gauß  nun  fest,  daß  wie  beim  agM. 

sein  soll;  dann  folgt  aber  aus  (80)  direkt 

2ÄB     o! 


B'  = 


A  +  B'  b'' 


Dieser  Algorithmus  wird  von  Schering,  AVerke  III,  S.  389,  wohl 
erwähnt,  Schering  hat  auch  erkannt,  daß  Gauß  diesen  Algo- 
rithmus mit  gutem  Vorbedacht  gerade  so  bildet,  um  eine  gute 
Konvergenz  zu  erzielen  (vergl.  die  Bemerkungen  S.  389,  Zeile  8, 
7  V.  u,  und  S.  390,  Zeile  7,  8);  trotzdem  hat  Schering  an  Stelle 
des  Gaußschen  einen  überhaupt  nicht  von  Gauß  herrührenden 
Algorithmus  von  vier  Größen  cc,  ß,  y,  d  in  Werke  III,  S.  387  ff. 
artt.  18 — 25  entwickelt,  der  bisher,  da  Schering  seine  Autorschaft 
nicht  besonders  hervorhebt,  stets  als  der  Gaußsche  gegolten  hat. 
Die  Beziehungen  zwischen  dem  Gaußschen  und  dem  Scheringschen 
Algorithmus     sind    ja     sehr     einfach,     indem     die    Scheringschen 
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K,  ß,  y,  d  direkt  den  Quadraten  der  vier  Thetafunktionen, 
"^00 (^1 9).  K(i'\q)>  K{v\q),  -Ki^'W),  proportional  sind,  aber 
Schering  opfert  der  äußerlichen  Glätte  seiner  Anfangsformeln 
die  gute  Konvergenz  und  erweckt  durch  seine  Darstellung  über- 
dies den  Anschein,  daß  für  Gauß  dieser  Algorithmus  das  prius 
gewesen,  und  daß  er  mit  Hilfe  desselben  zu  den  Thetafunktionen 
vorgedrungen  sei^).  Wir  wissen  jetzt,  daß  Gauß  schon  9  Jahre 
im  Besitze  der  Thetafunktionen  war,  als  er  von  den  Transforma- 
tionsformeln zweiter  Ordnung  dieser  Funktionen  ausgehend,  wahr- 
scheinlich nur  zum  Zwecke  einer  für  numerische  Rechnungen  gut 
brauchbaren  Entwickelung,  den  Algorithmus  (68)  aufstellte. 

Auf  eine  weitere  Erläuterung  der  Gaußschen  Formeln  können 
wir  verzichten,  da  sie  sich  mit  Hilfe  der  Theorie  der  Thetafunktion 
leicht  verifizieren  lassen^),  wir  bemerken  nur  noch,  daß  die  in  (71) 
festgesetzte  Beziehung  zwischen  den  aufeinanderfolgenden  cp,  <p',. . . 
sich  in  der  Form 

2  sin  93'  V  —  o     ,      , 

,„ . ,  ,  a  ^    *  a  2a  sm  op 

(öl)  sm  oc   = r  =  7 TT — 7 IS    •   9 — , 

^     ^  ^  c    ^        .  ,    ,    c  (a -\- h)  +  (a  -  b)  sin"  w' 

1  -f  sm'  od'  •  -         V    ^   ^  ^  V  ^         ^ 

a 

darstellen  läßt^).  Es  ist  dies  die  sogenannte  Gauß  sehe  Trans- 
formation, die  uns  bei  der  Analyse  der  „Determinatio  attractionis " 
(1818)  wiederbegegnen  wird.  Die  Darstellung  von  sin  ^  und  tgqp 
durch  Thetafunktionen  steht  in  (75),  (75  a),  die  Bestimmung  von  y 
durch  den  Grenzwert  der  Folge  qp,  tp'  cp", . . .  steht  in  (74)  *). 

1)  Aus  den  Angaben  P.  Günthers  (Gott.  Nachr.  1894,  S.  94  u.  104)  geht 
hervor,  daß  sich  auch  ^Yeierstraß  durch  die  Darstellung  Scherings  hat  irreführen 
lassen. 

2)  Vergl.  die  von  den  Thetafunktionen  ausgehende  Darstellung  des  Schering- 
schen  Algorithmus,  die  Herr  v.  David  1903  auf  meine  Veranlassung  hin  gegeben 
hat,  Mathem.  Xaturw.  Berichte  aus  Ungarn  XXV  (1907),  S.  15.3  ff.  Die  histori- 
schen Angaben  dieser  Arbeit  sind  natürlich  nach  dem  obigen  zu  berichtigen. 

3)  Es  ist  nämlich  sin  2  3/=—;  vergl.  auch  die  aus  Scheda  Ac  herrührende 

a 

Formel  (35)  und  die  Abhandlung  aus  Handbuch  18,  oben  S.  76. 

4)  Schering  bemerkt  Werke  HI,  S.  390  (wohl  in  Bezug  auf  die  vor- 
stehende Aufzeichnung),  daß  die  Bestimmung  von  y  „durch  eine  Lücke  unvollendet 
gelassen"  sei.  In  der  Tat  befindet  sich  (siehe  oben  nach  Gl.  (69))  an  der  Stelle, 
-wo  die  Erklärung  von  y  folgen  sollte,  ein  Zeichen,  dessen  Bedeutung  ich  nicht 
enträtseln  konnte;  aber  die  Gl.  (74)  gibt  die  exakte  Bestimmung  von  y,  die  wie 
man  sich  durch  einfache  Rechnung  überzeugt,  im  Wesentlichen  mit  der  von 
Schering  a.  a.  0.  angegebenen  übereinstimmt.  Vergl.  auch  weiter  unten  die  im  An- 
hang 4.  wiedergegebenen  Aufzeichnungen. 

6* 
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Wir  sehen,  daß  Gauß  in  seinen  auf  die  elliptischen  Trans- 
zendenten bezüglichen  Arbeiten  aus  den  Jahren  1808 — 1809  sich 
im  wesentlichen  in  demselben  Gredankenkreise  bewegt,  wie  in  der 
Zeit  der  gewaltigen  Produktivität,  in  die  uns  die  Scheda  Ac  einen 
Einblick  gewährt  hat.  Es  wird  manches  geglättet,  vieles  Neue 
kommt  hinzu,  aber  es  ist  doch  eine  Tätigkeit,  die  mehr  sammelnd 
und  ordnend  die  vorhandenen  Schätze  in  gangbare  Münze  um- 
prägen, als  in  den  Tiefen  nach  neuen  Goldadern  schürfen  will. 
Vielleicht  soll  schon  das  Material  für  das  große  Werk  über  die 
transzendenten  Funktionen  bereit  gestellt  werden,  nachdem  in  der 
Theoria  motus  (1809)  einige  Erüchte  der  astronomischen  Arbeit 
der  letzten  Jahre  der  Öffentlichkeit  übergeben  worden  sind. 

Diese  Vermutung  wird  durch  den  (bisher  meines  Wissens  noch  in 
keiner  Publikation  hervorgehobenen)  Umstand  bestätigt,  daß  sich  in 
dem  Handbuch  18,  im  unmittelbaren  Anschluß  an  die  oben 
erwähnte,  Werke  III,  S.  446 — 460  abgedruckte  Abhandlung,  auf 
S.  234 — 235  eine  Aufzeichnung  über  die  Reihe 

^    ,  a.ß      ,    cc.a+l.ß.ß  +  l         ,  I     ^     1  ü 

1  .n  1.2.w.w-f-l  IJ 

findet,  die  einige  Relationes  inter  functiones  contiguas,  ferner  die 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  der  P  genügt  und  Ansätze 
für  die  Kettenbruchentwickelungen  des  Quotienten  zweier  konti- 
guer  Funktionen  enthält.  In  demselben  Handbuche  folgt  dann  auf 
S.  244  eine  Aufzeichnung  (wo  schon  die  Bezeichnung  F{a,  ß,  y,  x) 
für  jene  Reihe  und  die  Bezeichnung  TT  für  die  später  ebenso  be- 
zeichnete Funktion  benutzt  werden),  in  der  Gauß  durch  numeri- 
scheRechnung  die  Werte  spezieller  F-Reihen  für  x  ==  1  mit  den 
entsprechenden  Werten  des  Quotienten  von  11-  Funktionen  ver- 
gleicht '),  und  wo  auch  die  in  der  Abhandlung  von  1812,  Werke  III, 
S.  153,  Gleichung  [61]  gegebene  Formel  für  log  77(ä'-|-gj)  angedeutet 
wird.  Eine  erste  vollständig  ausgearbeitete  Abhandlung  über 
die  Gaußsche  Reihe  findet  sich  auf  S.  36—46  (fortgesetzt  S.  67,  68 
und  289 — 294)  des  im  Mai  1809  begonnenen  Handbuchs  19;  wir 
kommen   auf  diese  Abhandlung  (deren  Abdruck   sehr  zu  wünschen 


1)  Nämlich; 

F(—j^,  —  I,  10,  1)  =^  1,0041288638  = 

Fi—^,  —I,  10^,  1)  =  1,0040454154  = 

Fii;,i;,n,l)  =  1,0038882487  = 


779.77  9,4 
n  9,2.  n  9,2 
779,2.779,6 
779,4.779,4 

nio.n9,6 


779,8.779,8 
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ist)  im  Zusammenhang  mit   der  Besprechung  der  Abhandlung  von 
'1812  zurück,  der  wir  uns  jetzt  zuwenden. 


7.    Das  Jahr  1811.     Gaußsche  Reihe.    Funktionentheorie. 

a)  Korrespondenz  mit  F.  W.  ßessel  1810—1811, 
Unter  den  Männern,  mit  denen  Gauß  Jahrzehnte  hindurch  in 
regelmäßigem  Briefwechsel  gestanden  hat,  war  Bessel  derjenige, 
der  seinen  mathematischen  Interessen  zufolge  Gauß  am  meisten 
zu  bieten  und  demgemäß  auch  von  ihm  am  meisten  zu  empfangen 
vermochte.  So  sind  uns  namentlich  die  Briefe,  die  zwischen  dem 
28.  August  1810  und  dem  Ende  des  Jahres  1811  zwischen  beiden 
Männern  gewechselt  wurden,  im  hohen  Grade  wertvoll,  da  sich 
Gauß  in  ihnen  über  Gegenstände  der  Analysis  ausgesprochen  hat, 
über  die  wir  keine  andere  Äußerung  von  ihm  besitzen. 

Angeregt  durch  das  Erscheinen  von  Soldners  Werk  über  den 
Integrallogarithmus ')  hatte  sich  Bessel  mit  dieser  schon  von  Euler 
und  Mascheroni  untersuchten  Funktion  beschäftigt  und  berichtet 
über  seine  Resultate^)  an  Gauß,  weil  dieser  (siehe  S.  119)  einmal 
den  Wunsch  geäußert  hatte  ,,die  Funktion  li  x  für  sehr  große  x 
zu  kennen,  um  die  schöne  Bemerkung  des  Zusammenhanges  mit 
den  Primzahlen  daran  prüfen  zu  können".  Nachdem  Bessel  seine 
Mitteilungen  am  19.  Oktober  1810  fortgesetzt  hatte,  antwortet 
Gauß  am  21.  Oktober,  indem  er  kurz  von  dem  Wege  spricht,  den 
er  eingeschlagen  hat. 

Am  10.  März  1811  ^)  berichtet  Bessel  abermals  über  eine 
mathematische  Untersuchung,  die  sich  auf  die,  wie  er  sich  aus- 
drückt, ,, berüchtigten"  Kramp' sehen  Fakultäten  bezieht.  Auf 
diese  Mitteilung  erwidert  Gauß  (6.  April  1811,  a.  a.  0.  S.  143), 
daß  er  noch  nicht  Zeit  gehabt  habe,  Bessels  Bemerkungen  durch- 
zugehn,  und  nachdem  Bessel  (16.  Oktober  1811,  a.a.O.  S.  150)  noch 
geschrieben,  daß  er  seine  Untersuchungen  über  die  Fakultäten  ganz 
umgearbeitet  habe  und  sie  für  interessant  halte,  folgen  zwei 
Briefe  von  Gauß  vom  21.  Nov.  (a.  a.  0.  S.  151  iF.)  und  vom  18.  De- 
zember (a.a.O.  S.  155 ff.)  in  denen  sich,  veranlaßt  durch  kritische 
Bemerkungen  zu  Bessels  Arbeiten  über  Fakultäten  und  Integral- 
Ijgarithmus,  äußerst  wichtige  Aussprüche  von  Gauß  finden. 


1)  J.  Soldner,    Theorie   et   tables    d'une  nouvelle   fonction  transcendante. 
München,  1809. 

2)  Briefwechsel  Gauss-Bessel,  S.  113—121,  Brief  vom  26.  August  1810. 

3)  A.a.O.  S.  138— 143. 
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„Ich  arbeite  nämlicli  jetzt"  —  schreibt  Grauß  am  21.  No- 
vember —  5, an  einer  Abhandlung  für  unsere  Societät,  die  in  etwa 
sechs  Wochen  vollendet  sein  wird  und  die  Reihe 

^     ^  \.y  y.y  +  l.l.Z  1 .2  .  ö  .  y  .y -\- 1 .  y  +  ^ 

betrifft  und  auch  die  Funktionen,  die  mit  Kramps  Fakultäten 
zusammenhängen,  berührt''. 

Ehe  wir  nun  auf  eine  Analyse  der  damit  zusammenhängenden 
Untersuchungen  von  Grauß  eingehn,  müssen  einige  historische  Be- 
merkungen vorausgeschickt  werden. 

b)    Die  Reihe  F{a,  ß,  y,x).     Konvergenzfragen. 

Im  II.  Bande  der  „Institutiones  calculi  integralis'^,  Sectio  I. 
Cap.  VIII,  Problema  123  behandelt  Eni  er  die  Differentialgleichung 

(83)  x^{a  +  bx'')ddtj  +  x{c  +  ex'')dydx  +  {f+gx'')i/dxdx  =  0, 

indem  er  ihre  Integration  durch  unendliche  Reihen,  die  nach  stei- 
genden oder  fallenden  Potenzen  von  x  fortschreiten,  gibt.  Die 
allgemeinere  Differentialgleichung,  die  aus  (83)  hervorgeht,  wenn 
auf  der  rechten  Seite  Xdx'  steht,  bildet  —  wie  schon  oben  ange- 
geben wurde  —  den  Gegenstand  eines  Abschnitts  von  J.  Fr.  Pf  äff  s 
,,Disquisitiones  analyticae  (1797)".  Im  XII.  Bande  der  Nova 
Acta  Petropolitana  (erschienen  1801)  befindet  sich  (S.  58 — 70)  eine 
am  3.  Sept.  1778  eingereichte  Abhandlung  Eulers  ,,Specimen  trans- 
formationis  singularis  serierum"  (Eneström,  710),  wo  es  heißt: 
,,Contemplatus  sum  hanc  seriem 

(84)  .  =  i+"J^,  +  n^^t+p^I),.  +  n^p^±^.'  +  ... 

^    ^  l.c  2{c-\-l)  ö{c  +  2) 

ubi  more  solito  11  designat  coefficientem  termini  praecedentis".  Auf 
S.  60  wird  gezeigt,  daß  diese  Reihe  s  die  Differentialgleichung 

(85)  0  =  x{l  —  x)dds  -\-  {c—{a-j-h  -{-l)x)ds dx  —  absdxdx 
befriedigt.     Euler  macht  dann  die  Substitution 

(86)  z  =  s{l-xf^'-' 

und  beweist,  daß  z  einer  analogen  DifTerentialgleichung  genügt, 
wo  an  Stelle  von  a,  l,  c  die  Größen  c  —  a,  c  —  b,  c  getreten  sind. 

Gauß  hat  also  unzweifelhaft  die  Reihe  (82),  die  er  in  der  am 
30.  Januar  1812  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen 
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vorgelegten  Abhandlung^)  mit  F(tt,  ß,'y,  x)  bezeichnet,  der  oben 
genannten  Abhandlung  Eulers  entnommen,  ebenso  die  Differential- 
gleichung, der  diese  Reihe  genügt,  und  die  Gauß  vollständig  in 
derselben  Form  wie  Eulers  Gleichung  (85)  in  den  oben  erwähnten 
Aufzeichnungen  der  Handbücher  18  und  19,  ferner  in  dem  Briefe 
an  Bessel  vom  21.  Nov.  1811  (Briefw.  S.  153),  in  dem  etwa  gleich- 
zeitigen Briefe  an  Olbers  (vom  17.  Oktober  1811,  Briefw.  Gauß- 
Olbers  I,  S.  482)  und  in  der  aus  dem  Nachlaß  herausgegebenen 
Abhandlung^)  angibt. 

Verschiedene  Umstände  mögen  Gauß  zu  der  Beschäftigung  mit 
dieser  Reihe  veranlaßt  haben.  Wir  haben  schon  oben  darauf  hin- 
gewiesen, wie  die  Wurzeln  zu  dieser  Arbeit  bis  in  die  neunziger 
Jahre  des  XVIII.  Jahrhunderts  zurückreichen;  zu  jener  Zeit  mag 
sich  Gauß  besonders  dafür  interessiert  haben,  daß  die  Reihenent- 
wickelungen der  vollständigen  elliptischen  Integrale  erster  und 
zweiter  Gattung  nach  Potenzen  des  Moduls  als  spezielle  Fälle 
dieser  Reihe  erscheinen.  Die  Bedeutung  der  Reihe  F{a,  ß,  y,  x) 
für  die  Astronomie  tritt  sowohl  in  den  Entwickelungskoeffizienten 
des  Ausdrucks  ^). 

(87)  {a"  +  V-2 ah  cos  gp)"" 

als  auch  in  den  Kettenbruchentwickelungen  im  art.  90  der  Theoria 
motus*)  zu  Tage.  Den  Einfluß  von  Joh.  Friedr.  Pf  äff  haben  wir 
auch  schon  oben  erwähnt.  Daß  die  Korrespondenz  mit  Bessel 
über  die  Fakultäten  zur  Beschleunigung  der  Ausarbeitung  der  Ab- 
handlung beigetragen  hat,  ist  sehr  wahrscheinlich,  aber  einen  Ein- 
fluß auf  den  Inhalt  hat  diese  Korrespondenz  sicher  nicht  ge- 
habt, da  ja  die  Grundzüge  der  Abhandlung,  wie  die  Aufzeichnungen 
in  den  Handbüchern  18,  19  zeigen,  schon  vor  1810  festgelegt 
waren. 

Wenn  wir  noch  darauf  hinweisen,  daß  die  Definition,  die 
Gauß  für  die  sogenannte  inexplicable  Funktion  11  x  =  1.2,  ...a; 
gewählt  hat,  und  die  er  in  dem  Briefe  an  Bessel  vom  21.  No- 
vember (Briefw.  S.  152)  und  in  der  Abhandlung  selbst  (art.  18, 
Werke  III,  S.  144)  gibt,  nämlich 


1)  Disquisitiones  circa  seriem  infinitam  etc.    Pars  prior.    Werke  III,   S.  123. 

2)  Werke  III,  S.  207 ff. 

3)  Disquisitiones,  art.  6,  Werke  III,  S.  128,  vergl.  auch  die  Abhandlung  über 
das  agM.  von  1800,  Werke  III,  S.  370,  371,  ferner  Gauß  an  Bessel,  3.  Sept.  1805, 
Briefw.  S.  lOff. 

4)  Siehe  die  Angaben  von  Gauß,  Disquisitiones,  art.  U,  Werke  III,  S.  137, 
Anzeige,  ebenda  S.  200. 


38  L.  Schlesinger, 

(88)  i7W  =  nmn(k,x),      nii,x)  =  (^+i)J4i(U'3)!.(x+;i-)^' 

auf  E  u  1  e  r  zurückgeht  *) ,  so  haben  wir  wohl  die  historischen 
Quellen  der  Ganßschen  Untersuchung  sämtlich  aufgezeigt,  und 
können  uns  nun  der  ersten  Frage,  die  Gauß  behandelt,  zuwenden, 
der  Frage  der  Konvergenz. 

Bei  den  altern  Analysten  und  ebenso  auch  noch  bei  Gauß 
schwankt  einmal  die  Bedeutung  des  Wortes  Reihe  (series)  und  im 
Zusammenhang  damit  auch  die  des  Wortes  Konvergenz.  Series 
heißt  ursprünglich  das,  was  wir  jetzt  gewöhnlich  , .Folge"  nennen; 
so  sagt  Gauß  z.  B.  Disquisitiones,  art.  16  (Werke  III,  S.  139) 
„Hanc  disquisitionem  generalius  adaptabimus  seriei  infinitae  M, 
31',  31",  31'"  etc.''  Die  Reihe  31+ 31' +  31"  +  •  ■■  ist  dann  die 
„summa  seriei,  cuins  termini  sunt  31,  31',  . . ."  (siehe  z.  B.  Disqui- 
sitiones, a.a.O.,  S.  141,  IV).  In  diesem  Sinne  heißt  eine  Series  kon- 
vergent, wenn  ihre  Glieder  nach  dem  Grenzwerte  Null  hin  ab- 
nehmen; so  sagt  Gauß  z.  B.  Disquisitiones  art.  3  (Werke  III, 
S.  126)  ,, Series  certo,  si  non  statim  ab  initio,  tamen  post  certum 
intervallum,  convergens  erit,  atque  [sicij  ad  summam  finitam  ex 
asse  determinatam  perducet".  Es  kann  also  auch  eine  series  con- 
vergens eine  summam  infinitam  haben ;  so  heißt  es  z.  B.  Disquisi- 
tiones, art.  15  (Werke  III,  S.  139):  ,, Ostendemus  autem  ...  tertio, 
coefficientes  in  infinitum  decrescere,  quoties  fuerit  a  +  ß  +  y  —  1 
quantitas  negativa;  quarto,  summam  seriei  nostrae  pro  x  =  1, 
non  obstante  convergentia  in  casu  tertio,  infinitam  esse,  quoties 
fuerit  a-\-ß—  f  quantitas  positiva  vel  0." 


1)  Euler  bedient  sich  (Brief  an  Goldbach  vom  13.  Oktober  1729,  vergl. 
Institutiones  calculi  differentialis  II,  Cap.  XVII,  S.  834)  zur  Definition  von  x\  des 
unendlichen  Produkts : 


.  2=^ 


1  +X       2  +  x       3-{-x 

(citiert  in  Pringsheims  Encyklopädieartikell,  A.  3,  S.  112);  Gauß  weist  (Dis- 
quisitiones, art.  20,  Werke  III,  S.  145,  146)  selbst  —  allerdings  ohne  Euler  zu 
nennen  —  auf  die  Identität  seiner  Definition  von  IJx  mit  der  Eulerschen  hin: 
„Definiraus  itaque  functionem  IIz  per  valorem  producti 

1.2.3  ...  k.k' 

(z+l){z+2){z-\-d)...(z  +  k) 

pro  k  =■■  cß,  aut  si  mavis  per  limitem  producti  infiniti 
1  o«+i  qc+i  43+1 

(89)  — - — . — • — etc." 

^    ^  1  4-^    l'(2  +  ä)   2'(3-f-2)    S'iA  +  z) 
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Im  Gegensatz  zu  dieser  Bedeutung  der  Worte  series  und  eon- 
vergentia  benutzt  Gauß  z.  B.  gleich  in  der  Überschrift  das  Wort 
series  in  finita  in  dem  uns  geläufigen  Sinne  einer  ,, unendlichen 
Reihe",  und  art.  3  (Werke  III,  S.  126)  heißt  es  „patet  itaque  . .  . 
disquisitionem  natura  sua  restrictam  esse  ad  casus  eos,  ubi  series 
revera  convergat,  adeoque  quaestionem  ineptam  esse,  quinam  sit 
valor  seriei  pro  valore  ipsius  x  unitate  maiori",  wo  also  die  Kon- 
vergenz ebenfalls  in  dem  uns  geläufigen  Sinne  zu  verstehen  ist. 
Ganz  in  demselben  Sinne  heißt  es  in  der  Anzeige  (Werke  III,  S.  198) 
.,Hier  gilt  eben  die  Reihe  selbst  als  Ursprung  der  transzendenten 
Funktionen  . .  .  Die  erstere  Erzeugung  macht,  ihrer  Natur  nach, 
die  Einschränkung  auf  die  Eälle  notwendig,  wo  die  Reihe  kon- 
vergiert, also  wo  das  vierte  Element  x,  positiv  oder  negativ  den 
Wert  1  nicht  überschreitet"  iund  ebenso  in  dem  Briefe  an  Bessel 
(Briefw.  S.  152):  ,,Eine  Reihe,  die  nicht  immer  konvergiert,  wie 
meine  obige,  kann  auch  nur  innerhalb  der  Schranken,  wo  sie  kon- 
vergiert, als  Definition  gelten." 

Wenn  so,  wie  gesagt,  auch  bei  Gauß  der  Sprachgebrauch  für 
series  und  convergentia  noch  schwankt,  so  muß  jedoch  hervorge- 
hoben werden,  daß  für  Gauß  über  die  Bedeutung  einer  unend- 
lichen Reihe,  sowie  über  die  Sache,  ob  dieselbe  einen  endlichen  oder 
unendlich  großen  Grenzwert  besitzt,  keinerlei  Zweifel  oder  Un- 
klarheit vorhanden  ist;  seine  Untersuchung  ist  tatsächlich  —  wie 
Herr  Pringsheim  bemerkt  —  das  erste  Beispiel  einer  exakten  Kon- 
vergenzuntersuchung im  modernen  Sinne. 

Die  Frage  der  Konvergenz  behandelt  Gauß  auch  noch  in  zwei 
Handschriften,  die  sich  im  Nachlaß  (Fa)  befinden  und  die  dadurch 
besonders  charakteristisch  sind,  daß  die  eine  aus  sehr  früher,  die 
andere  aus  sehr  später  Zeit  stammt.  Die  eine  betitelt ,, Grundbegriffe 
der  Lehre  von  den  Reihen"  enthält  auf  6  Quartseiten  Untersu- 
chungen über  obere  und  untere  Grenzwerte  von  Mengen,  die  ganz 
merkwürdig  modern  anmuten,  Sie  stammt  anscheinend  aus  den 
Jahren  1800—1801,  da  sich  auf  der  letzten  Seite  Rechnungen  finden, 
die  sich  auf  die  Bestimmung  des  Osterfestes  beziehen  (vergl,  Tage- 
buch 107)  und  117));  wir  geben  diese  Handschrift  weiter  unten  im 
Anhang  5,  Die  andere  ist  ein  in  fünf  verschiedenen  Fassungen 
vorliegender  Entwurf  zu  einer  Abhandlung:  „(Bestimmung  der) 
Convergenz  der  Reihen,  in  welche  die  periodischen  Functionen  einer 
veränderlichen  Größe  entwickelt  werden",  und  stammt,  da  darin 
(vergl.  oben  S.  32,  Fußnote)   die  Götting,   gelehrten  Anzeigen  von 
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1831  zitiert  werden,  siclier  aus  später  Zeit,  wahrscheinlich  aus 
den  vierziger  Jahren  des  XIX.  Jahrhunderts  ^). 

Über  seine  Auffassung  von  Konvergenz  und  Divergenz  spricht 
sich  Grauß  in  einem  Briefe  an  Schumacher  vom  1.  September  1850 
(Briefwechsel  VT,  S.  107— 109)  in  folgender  Weise  aus: 

.,Es  ist  der  Charakter  der  Mathematik  der  neueren  Zeit  (im 
Gegensatz  gegen  das  Altertum),  daß  durch  unsere  Zeichensprache 
und  Namengebungen  wir  einen  Hebel  besitzen,  wodurch  die  ver- 
wickeltesten  Argumentationen  auf  einen  gewissen  Mechanismus  re- 
duziert werden  .  . .  Wie  oft  wird  jener  Hebel  [aber]  nur  mecha- 
nisch angewandt,  obgleich  die  Befugnis  dazu  in  den  meisten  Fällen 
gewisse  stillschweigende  Voraussetzungen  impliziert.  Ich  fordere, 
man  soll  bei  allem  Gebrauch  des  Kalküls,  bei  allen  BegrifFsver- 
wendungen  sich  immer  der  ursprünglichen  Bedingungen  bewußt 
bleiben,  und  alle  Produkte  des  Mechanismus  niemals  über  die 
klare  Befugnis  hinaus  als  Eigentum  betrachten.  .  .  .  Reihen  haben 
eine  klare  Bedeutung,  wenn  sie  konvergieren;  diese  Klarheit  der 
Bedeutung  fällt  weg  mit  dieser  Bedingung,  und  es  ändert  im  We- 
sentlichen Nichts,  ob  man  sich  des  Wortes  Summe  oder  Wert  be- 
dient. ...  [Prehn]^)  meint,  die  Gültigkeit  des  Gebrauchs  der 
divergenten  Reihen  sei  allgemein  unbedenklich  anerkannt,  noch  in 
den  ersten  Dezennien  des  gegenwärtigen  Jahrhunderts.  Ich  habe 
sie  nie  anerkannt;  zwar  niemals  ex  professo  dagegen  geschrieben, 
aber  überall  wo  eine  Veranlassung  war,  die  Zulässigkeit  der  Reihen 
nur  unter  der  Bedingung  der  Konvergenz  als  sich  von  selbst  ver- 
stehend entschieden  ausgesprochen.  In  diesem  Augenblick  würde 
ich   nur   hinweisen    auf  meine  Schrift   von    1799,    p.  12^).      Meine 

aß 
Schrift  von  1812  über  die  Reihe  1  +  ^r^  ^  etc.  Die  Anzeige  meiner 

l.y 

Schrift  über  die  Anziehung  der  elliptischen  Sphäroide  in  den  Göt- 
tinger gelehrten  Anzeigen  1813,  p.  547*)." 

c)  Analyse  der  Abhandlung  von  1812. 
Wir    hatten    schon    oben    S.  84    einen    anseheinend    aus    1808 
stammenden   ersten  Entwurf   zu   der  Abhandlung;   über    die  Gauß- 


1)  Diese  Handschrift  soll  sobald  als  tunlicli  veröffentlicht  werden.  Wir 
kommen  auf  dieselbe  unten  (S.  115)  noch  einmal  zurück. 

2)  Verfasser  einer  Arbeit,  die  in  Grelles  Journal  41  (1850)  veröffentlicht 
worden  ist  und  die  Gauß  durch  Schumacher  zur  Beurteilung  vorgelegt  worden  war. 

3)  Werke  III,  S.  9—10,  Absatz  3. 

4)  Werke  V,  S.  281  oben.  Ein  allgemeines  Konvergenzkriterium  gibt  Gauß 
in  dem  Briefe  an  W.  Bolyai  vom  20.  April  1848,  Briefwechsel,  S.  133,  134;  vergl. 
die  zugehörige  Anmerkung  von  P.  Stäckel,  ebenda  S.  196. 
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sehe  Reihe  erwähnt,  der  sich  in  dem  Handbuch  18  (begonnen  Ok- 
tober 1805)  befindet.  Ein  sehr  viel  ausführlicherer  zweiter  Ent- 
wurf ist  in  dem  Handbuche  19  (angefangen  im  May  1809)  S.  36 — 
46,  wahrscheinlich  1809,  aufgezeichnet  und  S.  67,  68  sowie  S.  289— 
294  desselben  Handbuchs  durch  Nachträge  ergänzt.  Der  letzte 
dieser  Nachträge  scheint  aus  sehr  später  Zeit  zu  stammen  (jeden- 
falls nach  1847).  Endlich  liegt  (in  Fe)  ein  in  lateinischer  Sprache 
verfaßtes  Manuskript  vor  (die  vorher  erwähnten  Entwürfe  sind 
deutsch)  mit  der  Überschrift ; 

Disquisitiones  generales 
circa  functiones  transcendentes  a  serie  infinita 

l.y  1.2.7.7  +  1  1.2.3.7.7-1-1.7  +  2 

pendentes 

auctore  Carolo  Friderico  Gauss 
Societati  regiae  traditae  Nov.  1811. 

Dieses  Manuskript  hat  weder  die  Bezeichnung  ,,Pars  prior" 
der  1812  gedruckten  Abhandlung,  noch  die  Einteilung  in  „Secti- 
ones".     Es  ist  vielmehr  wie  folgt  gegliedert: 

Observationes  generales,  artt.  1 — 5. 

Relationes  inter  functiones  contiguas,  artt.  6 — 10. 

Fractiones  continuae,  artt.ll — 13. 

De  summa  seriei  [darunter  steht  durchstrichen :  de  valore  func- 
tionis]  nostrae  statuendo  x  =  1,  artt.  14 — 27. 

Determinatio  seriei  nostrae  per  aequationem  differentialem  se- 
cundi  ordinis,  artt.  28 — 42. 

Quaedam  theoremata  specialia,  artt.  43 — 47. 

Die  Artikel  28—47  dieses  Manuskripts  bilden  die  in  Bd.  III, 
S.  205 ff.  abgedruckte  nachgelassene  Abhandlung;  die  Artikel  1 — 27 
sind  von  Gauß  umgearbeitet  und  1812  als  Pars  prior  veröffent- 
licht worden.  Wie  aus  der  Fassung  des  Titels  in  dem  ursprüng- 
lichen Manuskript  hervorgeht,  hatte  Gauß  die  Absicht,  seine  Ab- 
handlung schon  im  November  1811  der  Societät  der  Wissenschaften 
vorzulegen.  Er  schreibt  am  5.  Mai  1812  an  Bessel  (Briefwechsel 
S.  169):  ,, Meine  Abhandlung  über  transzendente  Funktionen  habe 
ich,  weil  ihr  Umfang  zu  groß  wurde,  teilen  müssen,  .  .  .  Den 
zweiten  Teil  meiner  Abhandlung  hoffe  ich  auch  bald  vollenden  zu 
können')''.  Charakteristisch  ist  auch  die  Änderung,  die  Gauß  im 
Titel  vorgenommen  hat;    es  heißt  in   der  gedruckten  Arbeit  statt 


1)  Yergl.  auch  die  Anzeige,  Werke  III,  S.  198  unten. 
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,, circa  functiones  transcendentes  a  serie  infinita  .  .  .  pendentes'" 
einfach  „circa  seriem  infinitam". 

Man  wird  wohl  annehmen  dürfen,  daß  für  die  Teilung  nicht 
nur  der  äußerliche  Grund  des  allzugroßen  Umfangs  maßgebend 
war,  sondern  daß  sowohl  die  Verzögerung  der  Mitteilung  an 
die  Societät  um  zwei  Monate,  als  auch  der  Entschluß,  die  Arbeit 
vorläufig  gerade  an  der  Stelle  abzubrechen,  wo  die  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  auftreten  sollte,  durch  innere,  sachliche 
Ursachen  bedingt  waren.  Diese  Ursachen  können  wieder  nichts 
anderes  gewesen  sein,  als  Schwierigkeiten  funktionentheoretischer 
Natur.  Wir  werden  diesen  Punkt  weiter  unten  noch  eingehender 
zu  erörtern  haben,  jetzt  wenden  wir  uns  zur  Analyse  einmal  der 
1812  veröffentlichten  Abhandlung,  an  die  wir  sogleich  auch  die 
der  nachgelassenen  Fortsetzung  anknüpfen  wollen.  Auf  Grund  der 
Erörterungen  in  dem  vorhergehenden  Abschnitt  werden  wir  bei 
dieser  Analyse  den  Begriff  der  Konvergenz  stets  im  modernen 
Sinn  gebrauchen. 

Die  Konvergenz  der  Reihe  F{a,  ß,  y,  x)  für  beliebige  konstante 
a,  ß,  y  untersucht  Gauß  (art.  3)  für  beliebige  komplexe  Werte  von 
X  =  a-{-l>\^  —\  durch  Vergleichung  mit  der  geometrischen  Reihe 
und  findet,  daß  die  Reihe  (sofern  y  keine  negative  ganze  Zahl  ist) 
für  a^  +  ^-  <:  1  stets  konvergent,  für  a"*  +  ^"  >  1  stets  divergent  ist. 
Der  Fall  a' +  i'  =  1,  speziell  a  =  1,  i  =  0  wird  (im  III.  Ab- 
schnitt) besonders  untersucht.  Es  folgt  (art.  4)  die  Formel  für  die 
Differentiation  der  Reihe  nach  x^  dann  (art.  5)  die  Aufzählung  von 
23  speziellen  Fällen,  in  denen  die  Reihe  bekannte  Funktionen  dar- 
stellt und  (art.  6)  die  Darstellung  der  Koeffizienten  der  Entwicke- 
lung  von  (a"  +  t''  —  2  ah  cos  qo)""  nach  Kosinus  der  Vielfachen  von  tp 
durch  die  Reihe  F.  Auf  diese  Darstellung  bezieht  sich  offenbar 
die  Bemerkung  der  abgebrochenen  Abhandlung  über  das  agM.  von 
1800  (Werke  III,  S.  371):  ,,Denique  monemus,  in  sequentibus  demon- 
strationem  multo  generaliorem  eorundem  theorematum  ex  princi- 
piis  magis  genuinis  datum  iri''.  Wir  können  hieraus  den  Schluß 
ziehen,  daß  Gauß  die  Redaktion  der  1800  begonnenen  Abhand- 
lung darum  abgebrochen  hat,  weil  ihm ')  der  Ausgangspunkt  zu 
speziell  erschien,  und  daß  wir  in  der  Abhandlung  circa 
seriem  den  ersten  Teil  des  geplanten  großen  Werkes 
über  die  transzendenten  Funktionen  vor  uns  haben, 
das   auch   die   ganze  Theorie   der   elliptischen  Funkti- 

1)  Vielleicht  nachdem  er  die  1801  erschienene  Abhandlung  Eulers  aus 
Bd.  XII  der  Nova  Acta  Petrop.  kennen  gelernt  hatte. 
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onen  in  sich  begreifen  sollte.  Diese  Auffassung  wird  durch 
die  folgenden  Äußerungen  von  Grauß  bestätigt: 

1.  In  der  Anzeige  der  Abhandlung  circa  seriem  (Werke  III, 
S.  197)  heißt  es :  „Professor  Gauß  hat  sich  mit  Untersuchungen 
über  dergleichen  höhere  transzendente  Funktionen  schon  seit  vielen 
Jahren  beschäftigt  . . .  Einen  verhältnismäßig  freilich  nur  sehr 
kleinen  Teil  derselben,  der  gleichsam  als  Einleitung  zu  einer 
künftig  zu  liefernden  Reihe  von  Abhandlungen  angesehen  werden 
kann,  hat  er  am  30.  Januar  unter  der  Aufschrift  Disquisitiones  etc. 
. . .  der  König].  Gesellschaft  der  Wissenschaften  übergeben". 

2.  Die  Briefstelle  (Gauss  an  Schumacher,  April  1816,  Brief- 
wechsel I,  S.  125,  126) :    ,,In   dem   zweiten   Teile  der  Abhandlung 

Disquisitiones     Generales     circa    Seriem     infinitam    1  + -j-^-^  ic  etc. 

(welche  ich  vielleicht  bald  gebe)  werde  ich  einen  Teil  meiner  Un- 
tersuchungen über  die  Ar[ithmetisch-]geom[etrischen]  Mittel  be- 
kannt zu  machen  anfangen')." 

Den  Grund,  weshalb  Gauß  mit  der  Reihe  F(a,ß,y,x)  den 
Anfang  macht,  gibt  er  in  der  Anzeige")  selbst  mit  folgenden  Worten 
an:  „Allein  eben  diese  erste  Erzeugungsart  [der  Funktion  durch 
die  Reihe]  führt  schon  zu  einer  Menge  merkwürdiger  Wahrheiten 
auf  einem  bequemen  und  gleichsam  mehr  elementarischen  Wege, 
und  deswegen  hat  der  Verf.  damit  den  Anfang  gemacht''.  Man 
kann  sich  hiernach  den  Plan,  der  Gauß  vorgeschwebt,  einiger- 
maßen rekonstruieren.  Die  Theorie  der  agM.  sollte  gleichsam  den 
Mittelpunkt  bilden,  indem  sie  einmal  als  spezieller  Fall  der  an  den 
Anfang  gestellten  Theorie  der  Reihe  F{a,  ß,  y,  x)  erscheint,  während 
andererseits  von  dem  agM.  d.  h.  also  von  der  Theorie  der  Modul- 
funktion aus  wieder  nach  der  Seite  der  doppeltperiodischen  Funktionen 
hin  generalisiert  werden  sollte,  deren  Theorie  sonach  den  Abschluß 
gebildet  hätte.  Vielleicht  ließe  sich  dieses  Programm  heute, 
nach  hundert  Jahren,  im  Sinne  von  Gauß  verwirklichen;  die 
neuere  Entwickelung  der  Funktionentheorie  fordert  geradezu  zu 
einem  Versuche,  nach  dieser  Richtung  hin,  heraus ! 


1)  In  dem  im  Handbuch  19  enthaltenen  Manuskript  über  die  Reihe  F{a,  ß,  y,  x) 
wird  die  Entwickelung 

^  |^»  +  2^'cos  <]p-{-2^"COS2qp  +  ... 


y/  {aa  -{-  a'a'  —  2  aa'  cos  qp) 
eingehend   bebandelt  (S.  42— 45)    und  bei  der  Bestimmung  von  J.»  das  agM.  aus- 
drücklich eingeführt  und  benutzt. 

2)  Werke  III,  S.  199. 
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Der  erste  Abschnitt  der  Abhandlung  (artt.  7 — 11)  gibt  die  re- 
lationes  inter  functiones  contiguas,  d.  h.  die  linearen  Beziehungen 
mit  von  x  abhängenden  Koeffizienten,  die  zwischen  je  drei  Reihen 

F{a,  ß,  r,  x)  ■       F{a  +  ;.,  /3  +  ^t,  y  +  v;  x\      F{a  +  ;/,  ß  +  ii\r  +  v' ,  x) 

bestehen,  wenn  A,  /n,  v,  A',  fi',  v'  die  Werte  0,  +  1,  —  1  haben  (art.  11). 
Aus  diesen  Beziehungen  ist  der  für  die  neuere  Theorie  der  line- 
aren Differentialgleichungen  so  bedeutungsvolle  Riemannsche 
Klassenbegriff  hervorgegangen. 

Im  zweiten  Abschnitt  (artt.  12 — 14)  werden  Kettenbruchent- 
wickelungen  für  den  Quotienten 

F(«, /3  +  1,  y  +  l,ar) 

F{a,ß,y,x) 

mit  Anwendung  des  auf  Lambert')  zurückgehenden  Divisions- 
verfahrens hergeleitet,  ohne  daß  jedoch  in  eine  Erörterung  der 
Konvergenzfrage  eingetreten  wird  ^).  Hier  werden  die  in  der 
Theoria  motus,  art.  90  gegebenen  Formeln  eingeordnet. 

Der  dritte  Abschnitt  bringt  (artt.  15 — 18)  die  Konvergenz- 
untersuchung von  F{a.  ß,  y,  1),  die  auch  durch  Reihenvergleichung 
(nämlich  mit  der  Reihe 

w  —  /i  —  I       (w  —  h  —  1)  (n  —  h)  n  —  1 

n  '  n  (n  +  1)  /i     ' 

Werke  IIl,  S.  142)  geführt  wird.  Um  den  Wert  von  F[a,  ß,  y,  1) 
als  Funktion  der  a,  ß,  y  darstellen  zu  können,  wird  dann  (artt.  18 — 20) 
auf  Eulersche  Weise  (vergl.  oben)  die  Funktion  /I(^)  eingeführt, 
wobei  die  exakte  Konvergenzuntersuchung  des  Produkts  (88)  be- 
sonders erwähnt  werden  mag.  Da  n{s)  für  jedes  reale  ^  bekannt 
ist,  wenn  man  seine  Werte  für  0  -<  ^'  <:  1  kennt  ^)  (art.  23),  wird 
eine  Tafel  der  letzteren  Werte  auf  20  Dezimalstellen  für  die 
Hundertteile  des  Intervalls  0  ...  1  gegeben.  Es  folgt  (art.  24) 
die  Darstellung  von  F(a,  ß,y,l)  durch  die  77-Funktion,  (artt.  25,  26) 
die  beiden  Funktionalgleichungen  für  12  (z),  (art.  27)  das  sogenannte 
Eulersche  Integral  erster  Gattung  (die  Legendresche  i^-Funk- 
tion)  mit  Anwendung  auf  die  Berechnung  der  lemniskatischen  Pe- 
riode ^),  (art.  28)  das  Eulersche  Integral  zweiter  Gattung,  (art.  29) 

1)  Ilistoire  de  l'Acad.  de  Berlin  1761  (1768)  S.  268. 

2)  Konvergeuzuutersuchungen  siehe  bei  T  h  o  m  c ,  Crelles  Journal,  66 
(1865),  67  (1867);  Riemann-Schwarz,  Riemanns  Werke,  (2.  Aufl.)  S.  400. 

3)  Dieses  Intervall  läßt  sich  bekanntlich  noch  weiter  reduzieren. 

4)  Vergl.  die  Aufzeichnung  in  der  Scheda  Aa  (1798),  abgedruckt  Werke  III, 
S.  413  und  die  Aufzeichnung  auf  dem  Deckel  des  Leiste,  siebe  oben  S.U. 
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die  semikonvergente  Eeihe  für  log  77 (.s")  *),  (art.  30,  31)  die  Einfüh- 
rung der  Funktion 

d  log  JT(^) 


Wi^)  = 


dz 


und  Berechnung  der  Euler-Mascheronischen  Konstanten  —  ^(0) 
durch  die  semikonvergente  Ent Wickelung,  (art.  32.  33)  einige  An- 
wendungen der  Funktion  W,  (art.  34.  35)  ihre  Integraldarstellung, 
endlich  (art.  36,  37)  eine  Konvergenzuntersuchung  der  für  i7,  IT  ^F 
und  W  gefundenen  Integrale. 

Überblicken  wir  diesen  Inhalt  der  Disquisitiones.  so  drängen 
sich  zwei  Bemerkungen  auf.  Erstens  vermissen  wir  die  Euler- 
sche  Darstellung  von  F(ci,  ß,  y,  x)  durch  ein  bestimmtes  Integral 
für  beliebige  Werte  der  «,  /3,  / ;  zweitens  muß  uns,  die  wir  Gauß 
nicht  nur  nach  seinen  Publikationen,  sondern  nach  seinen  hand- 
schriftlichen Aufzeichnungen  kennen,  die  ganze  Art  der  Darstellung 
befremdlich  erscheinen,  die  ganz  im  Stile  des  XYIII.  Jahrhunderts 
gehalten  ist  und  mit  ängstlicher  Scheu  allem  aus  dem  Wege  geht, 
was  eine  prinzipielle  Anwendung  der  komplexen  Variabein  erfordern 
würde.  Ja,  wir  werden  wohl  nicht  fehlgehn,  wenn  wir  die  Teilung  der 
Abhandlung  gerade  an  dieser  Stelle,  mit  dem  Umstände  in  Verbin- 
dung bringen,  daß,  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  der  erste  Ar- 
tikel der  von  Gauß  nicht  mehr  veröffentlichten  Fortsetzung  we- 
nigstens andeutungsweise  mit  Wegen  derA^ariabeln  x  im  komplexen 
Gebiete  operiert.  Vielleicht  wird  sich  eine  Erklärung  dieser  beiden 
Tatsachen  ermöglichen  lassen,  wenn  wir  versuchen,  uns  über  den 
Umfang  von  Gauß'  funktionentheoretischen  Kenntnissen  zu  orien- 
tieren. Wir  nehmen  zu  dem  Ende  den  Bericht  über  die  Abhand- 
lung, bezw.  deren  nachgelassene  Fortsetzung  jetzt  wieder  auf. 

d)  Die  nachgelassene  Fortsetzung  der  Disquisitiones. 
Funktionentheoretisches. 
Am  Schluß  des  art.  3  der  Disquisitiones  heißt  es  :  _Infra  autem, 
inde  a  Sectione  quarta,  functionem  nostram  altiori  principio  super- 
struemus,  quod  applicationem  generalissimam  patiatur''.  Dieses 
Prinzip  finden  wir  in  dem  ersten  nicht  veröffentlichten  Artikel  38 
(Werke  m,  S.  207),  es  ist  die  Differentialgleichung  (85),  die  Gauß 
als  besonderen  Fall  der  relationes  inter  functiones  contiguas  in  der 
Form  von  Euler  (vergl.  oben): 

1)  In  Bezug  auf  diese  Art  von  Reihen  heißt  es  (Werke  III,  S.  152) :  „Ceterum 
negari  nequit  theoriam  talium  serierum  divergentium  adhuc  quibusdam  difficultatibus 
premi,  de  quibus  forsan  alia  occasione  pkuibus  commentabimur". 


96  L.  Schlesinger, 

dP  fPP 

(85)'  0  =  ocßF-{y-{a  +  ß-\-l)x)-j^-{x~xx)-^ 

ableitet.  Diese  sei  —  so  sagt  Grauß  —  als  die  exaktere  Definition 
seiner  Funktion  anzusehen,  der  jedoch  noch  die  iüv  F  =  F{u,ß,y,x) 
geltenden  Anfangsbedingungen 

.         äP^^ciß         ^  _  aßici  +  l)(ß+l) 

'     dx       y  '     dx'  rir  +  i) 

für  X  =  0  hinzuzufügen  seien.  7,Ita"  —  fährt  er  fort  —  „pro 
quovis  valore  ipsius  x,  ad  quem  a  valore  x  =  0  per  gradus  con- 
tinuos  transiisti,  ita  tarnen,  ut  valorem  x  =  1,  pro  quo  x  —  xx  =  0, 
non  attigeris,  P  erit  quantitas  perfecte  determinata ;  sed  manifesto 
hoc  modo  ad  valores  reales  ipsius  x  positivas  unitate  maiores 
pervenire  nequis  nisi  transeundo  per  valores  imaginarios,  quod 
quum  infinitis  modis  diversis  absque  continuitatis  praeiudicio  fieri 
possit,  hinc  nondum  liquet,  annon  eidem  valori  ipsius  x  plures, 
quin  adeo  infiniti  multi  valores  discreti  ipsius  P  respondeant,  si- 
cuti  in  pluribus  functionibus  transcendentibus  magis  notis  evenire 
constat."  Fast  mit  denselben  Worten  spricht  sich  Gauß  in  dem 
Briefe  an  Bessel  vom  21.  Nov.  1811  (Briefw.  S.  152,  153)  aus, 
und  fügt  dort  als  Beispiel  jener  „funetiones  magis  notae"  noch 
den  Logarithmus  hinzu,  dessen  Definition  er  mit  Acunha^)  durch 
Inversion  der  Reihe  für  die  Exponentialfunktion  zu  geben  vor- 
schlägt. Nach  dieser  prinzipiellen  Bemerkung,  auf  die  sich  Gauß 
vorbehält  später  ausführlich  zurückzukommen,  wird  x  wieder  nicht 
größer  als  Eins  vorausgesetzt  und  P  weiter  als  die  Summe  der 
Reihe  F{a,  ß,  y,  x)  angesehen. 

Gauß  bemerkt  (art.  39)^  daß  die  Differentialgleichung  (85)' 
durch  eine  lineare  Transformation  von  x  mit  der  allgemeineren 
Differentialgleichung 

dP  ddP 

identifiziert  werden  kann.  Die  Transformation  x  =  1  —  y  liefert 
ein  von  F{tc,  ß,  y,  x)  linear  unabhängiges  Integral 

F(a,ß,a  +  ß-{-l-y,  1  -  x), 
die  Euler  sehe  Substitution  P  =  (l-xfP'  (art.  40)   liefert  für 


1)  Wahrscheinlich  ist  gemeint  Jos^  Anastasio  Cunha  (1744—1787),  von 
dem  posthum  zwei  Schriften:  Principios  mathematicos  (Lisbao  1790)  und  Ensaio 
sobre  os  principios  de  mechanica  (London  1807)  erschienen  sind. 
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^i  =  y-y.-ß 

F{y-cc,y-ß,y,x)  =  (i  -  xf  + ^'^  F(u,  ß,  y,  x), 

die  Substitution  P  =  x       ' P'  (art.  41)  endlich  das  Integral 

x^-VFia+l-y,ß-^l-y,2-y,x\ 
und  nun  wird  die  lineare  Relation  zwischen 

F(oi,  ß,  y,  x),         x^-'^F{a  +  1  -  y,  ß +  1- y,  2  -  y,  x), 

F(a,  ß,a  +  ß-\-l-y,i-x) 

aufgestellt,   und  ihre  Koeffizienten  werden  durch  die  /T-Fnnktion 
ausgedrückt  (artt.  42 — 44j. 

Die  letztere  Relation  dient  dazu,  für  Werte  von  x  zwischen 
0,5  und  1,  wo  die  Konvergenz  der  Reihe  F{a,  ß,  y,  x)  schwach  ist, 
eine  stärkere  Konvergenz  zu  erzielen,  jedoch  versagt  dieses  „re- 
medium"  für  ganzzahlige  Werte  von  y,  wo  jene  Relation  illuso- 
risch wird  (art.  44).  Diese  Fälle  werden  dann  (artt.  45,  46)  nach 
der  Methode  von  d'Alembert  erledigt;  es  tritt  der  Logarithmus 
auf  und  als  Beispiel  wird  die  Reihe  F(|,  i,  1,  1  — rc)  behandelt,  die 
(was  Gauß  a.  a.  0.  nicht  erwähnt)  den  reziproken  Wert  von 
M{1,  \Jx)  darstellt.     Die  Gleichung  [90]  Werke  TU,  S.  217: 

i^fl  i-    11 
11        1  /l    1   ,     \      1         21  185 


:t 


=  -::7  logn^^-i^b-'-^-l-^  +-9^+fiZ^^+7ßft^  + 


16         \2'  2'   '    j^  2      '  64       '  768 


ist  ihrem  Inhalte  nach  geradezu  mit  der  Gleichung  (22)  (oben  S.  38) 
der  Scheda  Ac  identisch  und  ergibt  insbesondere  für  a;  =  0  die 
Gleichung  (18)  S.  29. 

Es  folgen  (art.  47)  die  Transformationen 

0;  =  ^^,      P  =  il-yfP',      ii  =  a,ß 
y-1 


und  (art.  49) 

1 

X  =  — , 

y 


P  =  i/P',       li  =  a,ß, 


die  weitere  lineare  Relationen  zwischen  jP-Reihen  liefern,  dann 
(artt.  51,  52)  einige  quadratische  bezw.  bilineare  Relationen  und 
endlich  (artt.  53— 55):  „Quaedam  theoremata  specialia"  für  spezi- 
elle Werte  der  a,ß,y,  die  auf  die  „paradoxe"  Gleichung  (Werke  HI, 
S.  226) 
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F{2a,2ß,a  +  ß+hy)  =  F{2u,  2ß,  a  + ß  +  ^,  1- y) 

führen.  Um  diese  zu  erklären,  bemerkt  Grauß:  „meminisse  oportet, 
quod  probe  distinguendum  est  inter  duas  significationes  charac- 
teristicae  F,  quatenns  scilicet  vel  repraesentat  functionem,  cuius 
indoles  exprimitur  per  aequationem  difFerentialem  (85)',  vel  solam 
summam  seriei  infinitae.  Posterior,  quamdiu  elementum  quartum 
inter  —  1  et  + 1  situm  est,  semper  exhibet  quantitatem  ex  asse 
determinatam  .  .  .  Prior  vero  significatio  repraesentat  functionem 
generalem,  quae  quidem  secundum  legem  continuitatis  semper  mu- 
tatur,  si  elementum  quartum  fluxu  continuo  mutatur,  sive  ipsi  va- 
lores  reales  sive  imaginarios  tribuas,  si  modo  semper  valores  0  et  1 
evites.  Hinc  patet,  in  posteriori  sensu  functionem  pro  aequalibus 
elementi  quarti  valoribus  (transitu  seu  potius  reditu  per  quanti- 
tates  imaginarios  facto)  valores  inaequales  adipisci  posse,  e  quibus 
is  quem  series  ^repraesentat  unicus  est".  Die  paradoxe  Glei- 
chung ist  also  auf  ähnliche  Weise  entstanden  „ac  si  ex  Are  sin  ^  =  30°, 
Are  sin  I-  =  150"  concluderes  30"  =  150"." 

Wir  sehen  hieraus,  daß  Gauß  zu  jener  Zeit  über  die  Unendlich- 
vieldeutigkeit der  Funktionen  komplexer  Variabein,  über  ihre  Wert- 
änderung bei  Umläufen  (er  prägt  selbst  das  Wort  reditus)  um  sin- 
gulärePunkte  vollständige  Klarheit  hatte.  Für  seine  damaligen  Kennt- 
nisse in  der  Funktionentheorie  kommt  nun  noch  die  berühmte  Stelle 
in  dem  Briefe  an  Bessel  vom  18.  Dezember  1811^)  in  Betracht.  Aus 
dieser  geht  hervor,  daß  Gauß  die  Bedeutung  des  Integrals 

J  cp  (x)  dx 

wenn  x  =  a-\-bi  ist,  bekannt  war,  und  daß  er  den  „sehr  schönen 
Lehrsatz"  besaß,  „daß  das  Integral  J  q)  (x)  dx  nach  zwei  verschie- 
denen Übergängen  immer  einerlei  Wert  erhalte,  wenn  innerhalb 
des  zwischen  beiden  die  Übergänge  repräsentierenden  Linien  ein- 
geschlossenen Flächenraumes  nirgends  (p  (x)  =  oo  wird"  wenn  noch 
vorausgesetzt  wird,  „daß  cp  (x)  selbst  eine  einförmige  Funktion  von 
X  ist,  oder  wenigstens  für  deren  Werte  innerhalb  jenes  ganzen 
Flächenraumes  nur  ein  System  von  Werten,  ohne  Unterbrechung 
der  Stetigkeit  angenommen  wird". 

Gauß  hat  also  auch  die  Mehrdeutigkeit  eines  Integrals  einer  ein- 
deutigen Funktion  aufgefaßt  als  Funktion  der  oberen  Grenze 
bei  der  Integration  im  komplexen  Gebiete  gekannt.  Dagegen 
scheint  er  einerseits  die  Integration  einer  mehrdeutigen  Funktion 
im  komplexen  Gebiete,  namentlich  die  Theorie  der  Verzweigungs- 

1)  Briefwechsel  S.  156,  157,  abgedruckt  Werke  VIII,  S.  DO. 
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punkte,  nicht  gekannt  und  andererseits  auch  für  die  Erscheinung, 
daß  ein  Integral  zwischen  bestimmten  Grenzen  von  der  Form 


(p  (^j  x)  dz 

eine  unendlich  vieldeutige  Funktion  des  Parameters  x  sein  kann, 
keine  Erklärung  besessen  zu  haben.  Diese  Annahme  würde  es  be- 
greiflich erscheinen  lassen,  daß  er  die  Umkehrungsfunktion  des 
elliptischen  Integrals  erster  Gattung  nicht  direkt  studiert,  ferner, 
daß  er  für  die  Pel-ioden,  also  für  das  agM.  die  Darstellung  durch 
das  vollständige  elliptische  Integral  und  allgemeiner  für  F{u,  ß,  y,  x) 
die  Eulersche  Darstelluno;  durch  das  Integral 


\i-zy-^-\i-x,)-''dz 


nicht  benutzt  hat,  wälirend  er  —  wie  oben  erwähnt  wurde  —  in 
den  Disquisitiones  von  den  sogenannten  Eulerschen  Integralen 
erster  und  zweiter  Gattung,  die  eindeutige  Funktionen  der  Pa- 
rameter sind,  Gebrauch  macht. 

Aber  noch  ein  anderes  geht  aus  der  Bemerkung  des  art.  39 
hervor!  Gauß  braucht,  um  die  durch  i^(a, /3,  y,  a;)  für  |a;l<l 
definierte  Funktion  fortzusetzen,  „ein  höheres  Prinzip",  das  ihm 
durch  die  Differentialgleichung  geliefert  wird.  Vermöge  dieser  er- 
folgt dann  die  Fortsetzung  nach  dem  Gesetze  der  Kontinuität. 
Aber  er  scheint  nicht  gewußt  zu  haben,  daß  ein  solches  höheres 
Prinzip  überflüssig  oder  vielmehr  von  selbst  wirksam  ist,  wenn  es 
sich  um  eine  Funktion  einer  komplexen  Variabein  handelt,  d.  h.  es 
scheint  ihm  damals  das  Prinzip  der  analytischen  Fortsetzung 
gefehlt  zu  haben.  Aus  dem  vielleicht  unbestimmten  aber  immerhin 
vorhandenen  Bewußtsein,  daß  seine  Einsichten  in  die  Natur  der 
Funktionen  komplexer  Veränderlicher  noch  Lücken  aufweisen,  ließe 
sich  die  Zurückhaltung  erklären,  die  Gauß  der  Öffentlichkeit  gegen- 
über mit  seinen  analytischen  Arbeiten  stets  bewahrt  hat,  und  man 
muß  auch  sagen,  daß  es  ihm  geradezu  unmöglich  gewesen  wäre, 
die  Gesamtheit  seiner  Untersuchungen  über  die  transzendenten  Funk- 
tionen zu  einem  harmonischen  Ganzen  zu  gestalten,  wenn  er  wirk- 
lich, um  es  kurz  zu  bezeichnen,  in  der  Theorie  der  Integrale  nicht 
über  den  Standpunkt  Cauchy's  hinausgekommen  war. 

P.Günther  berichtet^)  über  eine  ihm  von  Weierstraß  mitge- 
teilte Äußerung  WilhelmWebers,  wonach  Gauß  nicht  eher  an 

1)  Gott.  Nachrichten  1894,  S.  104. 
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die  VeröfFentlichuDg  seiner  Untersuchungen  über  die  transzendenten 
Funktionen  gehen  wollte,  „als  bis  er  die  verschiedenen  Methoden, 
die  ihm  den  Eingang  in  ihre  Theorie  vermittelt  hatten,  mit  einander 
vollkommen  in  Einklang  gesetzt  haben  würde".  Das  wäre  ihm 
aber  nur  möglich  gewesen,  wenn  er  bis  zu  dem  funktionentheore- 
tischen Standpunkte  Hiemanns  vorgedrungen  wäre,  und  das 
scheint  auch  später  nicht  der  Fall  gewesen  zu  sein,  wenig- 
stens was  die  Theorie  der  Integrale  mehrdeutiger 
Funktionen  anlangt^).  In  Bezug  auf  das  Prinzip  der 
analytischenFortsetzung  hat  Gauß  später  alle  Hilfsmittel 
bereit  gestellt,  die  zur  Formulierung  dieses  Prinzips  erforderlich 
sind;  wir  kommen  auch  darauf  weiter  unten  zurück. 


8.   Die  Jahre  1813-1827. 

a)    Die  Abhandlungen  der  Jahre  1813 — 1816. 

Die  folgenden  Jahre  bringen  eine  Reihe  von  YerrjfFentlichungen, 
die  mit  dem  von  uns  behandelten  Gegenstande  in  Beziehung  stehen. 

Zunächst  1813  die  „Theoria  attractionis  corporum  sphaeroidico- 
rum  ellipticorum  homogeneorum  -) ",  aus  der  besonders  die  im  ersten 
Teile  enthaltenen  sechs  Theoreme  über  Integrale  hervorzuheben 
sind.  Sie  enthalten  die  Reduktion  des  dreifachen  Volumenintegrals 
auf  ein  Oberflächenintegral  und  die  Auswertung  des  die  scheinbare 
Größe  einer  geschlossenen  Fläche  darstellenden  Integrals 

ds  cos  {31,  Q) 


f 


für  Punkte,  die  innerhalb,  außerhalb  bezw.  in  der  Fläche  selbst 
gelegen  sind.  Die  Bedeutung,  die  diesen  Sätzen  für  die  Theorie 
des  Potentials  und  damit  auch  für  die  Funktionentheorie  zukommt, 
ist  bekannt.  In  einem  Briefe  an  Olbers^)  schreibt  Gauß,  daß 
er  den  Inhalt  dieser  Abhandlung  bei  seinem  letzten  Aufenthalte 
in  Gotha  (also  Sommer  1812)  gefunden  und  daß  er  einen  Auszug 
davon  schon  im  November  1812  an  Laplace  mitgeteilt  habe^). 
Es  folgt  1814  die  „Methodus  nova  integralium  valores  per  approxi- 
mationem   inveniendi^)"    in   der   einzelne  Entwickelungen   mit   den 


1)  Wir  kommen    auf  Gauß'  Auffassung   des  Integrals   im  9.  Abschnitt   noch 
einmal  zurück. 

2)  Vorgelegt  28.  März  1813,  Werke  V,  S.  1  ff.,  Anzeige,  ebenda  S.  279. 
'S)  Briefwechsel  I,  S.  515. 

4)  Vergl.  aucli  den  Brief  an  Bessel,  Briefwechsel  S.  179. 

5)  Vorgelegt  16.  September  1814,  Werke  III,  S.  163,  Anzeige  ebenda  S.  202. 
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„Disquisitiones  circa  seriem  etc."  Berührungspunkte  darbieten.  Eine 
Anwendung  auf  die  numerische  Berechnung  des  Integrallogarithmus 
findet  sich  im  letzten  Artikel. 

Die  ausführliche  Anzeige  von  J.  Fr.  Pfaffs  „Methodus  generalis  ^)" 
bezeichnet  Gauß  in  einem  Briefe  an  BesseP)  als  „nicht  sowohl 
einen  Auszug  daraus,  als  vielmehr  die  Quintessenz  der  Sache, 
in  einer  durchaus  verschiedenen  Darstellung". 

Im  Dezember  1815  wird  die  „Demonstratio  nova  altera^)"  des 
Fundamentalsatzes  der  Algebra,  und  bald  darauf^)  die  für  uns  be- 
sonders wichtige  „Demonstratio  tertia"  vorgelegt.  Inbezug  auf  die 
letztere  schreibt  Grauß,  27.  Januar  18J6,  an  BesseP),  daß  er  diesen 
dritten  Beweis  „erst  vor  kurzem  gefunden"  habe,  und  in  einem 
späteren  Briefe  an  denselben  Adressaten  (14.  Juni  1816)®)  begleitet  er 
die  Zusendung  der  Separatabdrücke  der  beiden  Abhandlungen  mit  fol- 
genden Worten:  „In  der  ersten  ist  manches,  dem  die  Leser  nicht  an- 
sehen werden,  wie  viel  Nachdenken  es  mich  gekostet  hat ;  dies  ist  nicht 
so  bei  der  zweiten,  die  nachdem  die  Hauptidee  einmal  geboren  war, 
sogleich  in  einem  Gusse  entstand".  In  der  Tat  geht  aus  der 
Tagebuchnotiz  141  (vom  29.  Febr.  1812)  hervor,  daß  Gauß  die 
„Demonstratio  altera"  schon  im  November  1811  gefunden,  aber 
nicht  aufgezeichnet  hatte;  infolgedessen  war  eine  „pars  quaedam 
essentiale"  seinem  Gedächtnis  entschwunden,  und  er  mußte  diese 
später  erst  wiederentdecken').  Es  ist  dies  der  von  Kronecker 
besonders  hochgestellte  „arithmetische"  Beweis,  der  die  Wurzel- 
existenz einer  beliebigen  algebraischen  Gleichung  durch  Resolven- 
tenbildung  auf  die  Wurzelexistenz  einer  Gleichung  ungeraden 
Grades  mit  realen  Koeffizienten  zurückführt. 

Die  „Demonstratio  tertia"  ist  funktionentheoretischer  Natur.  Sie 
gründet  sich  darauf,   daß,  wenn  die  ganze  Funktion  m-ten  Grades 

von  X  =  re^^  mit  realen  Koeffizienten : 

X  =  ^  +  iii  =  r»™  +  Äx""-'  +  Bx""-'  Jr---  +  Lx  +  M 

für   keinen    endlichen  Wert   von  x  gleich  Null  wäre,   das  über  die 


1)  Juli  1815,  Werke  III,  S.  231. 

2)  Briefwechsel,  S.  213,  vergl.  auch  Brief  an  Olbers,  Briefwechsei  I,  S.  598. 

3)  Werke  III,  S.  31,  Anzeige  ebenda  S.  105. 

4)  Januar  1816,  Werke  III,  S.  57,  Anzeige  ebenda  S.  107. 

5)  Briefwechsel  S.  230,  vergl.  auch  an  Olbers,  Briefwechsel  I,  S.  G16,  und  die 
einleitenden  Sätze  der  Abhandlung  selbst. 

6)  Briefwechsel  Gauß-Bessel  S.  240. 

7;  Vergl.  auch  den  Brief  an  Olbers  vom  19.  Februar  1826,   Briefwechsel  II, 

S.  439. 
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Fläche  eines  Kreises  r  =  R  erstreckte  Doppelintegral 


wo  y  den  realen  Teil  von 

dlogX 
dx 

bedeutet,  einen  endlichen  bestimmten  Wert  haben  müßte,  was  auf 
einen  Widerspruch  führt.  Gauß  macht  zwar  auch  hier  von  der 
ihm  geläufigen  Integration  im  komplexen  Gebiete  keinen  direkten 
Gebrauch,  es  ist  jedoch  als  sicher  anzusehen,  daß  er  sich  bei  der 
Redaktion  von  funktionentheoretischen  Erwägungen  hatte  leiten 
lassen.  Ein  Vergleich  dieses  Gaußschen  Verfahrens  mit  dem 
Ausgangspunkte  von  Cauchy's  „Memoire  sur  les  integrales  de- 
finies  prises  entre  des  limites  imaginaires  (1825)"  macht  es,  wie 
Gundelfinger^)  bemerkt,  mehr  als  wahrscheinlich,  daß  Cauchy 
durch  diesen  Gaußschen  Beweis  zu  seinen  Untersuchungen  über 
die  Integration  im  komplexen  Gebiete  angeregt  worden  ist^j. 


b)    Das    agM.    in    der    Korrespondenz    mit    Schumacher 
(1816)  und  in  der  Determinatio  attractionis. 

Während  die  vorhin  erwähnten  Abhandlungen  sozusagen 
spontan,  kürzere  oder  längere  Zeit  nach  ihrem  Entstehen  von 
Gauß  der  Öffentlichkeit  übergeben  worden  sind,  bedurfte  es  stets 
eines  gewissen  äußeren  Anstoßes,  damit  Gauß  sich  entschloß,  mit 
einem  Spezimen  aus  dem  von  ihm  aufgespeicherten  reichen  Schatze 
der  Theorie  der  transzendenten  Funktionen  hervorzutreten.  Ein 
solcher  liegt  in  dem  von  uns  schon  wiederholt  angeführten  Briefe 
vor,  den  Schumacher  am  5.  April  1816^)  an  Gauß  gerichtet 
hat.  Schumacher,  der  nach  einem  nur  wenige  Jahre  dauernden 
Aufenthalt  in  Mannheim,  wieder  nach  Dänemark  und  zwar  nach 
Kopenhagen  zurückgekehrt  war,  hat  daselbst  den  dortigen  Professor 
der  Mathematik  Degen  kennen  gelernt.  In  dem  gedachten  Briefe 
schreibt    nun    Schuniacher:    „Ein    Landsmann   von  Ihnen    ist    hier 


1)  Berliner  Sitzungsberichte  1898,  S.  345. 

2)  Vcrgl.  in  Bezug  auf  die  in  Rede  stehende  Gaußsche  Abhandlung : 
Bö  eher,  American  Journal  of  Mathem.  XVII  (1895),  S.  260  und  Bulletin  of  the 
Am.  Math.  Soc.  I,  S.  205. 

3)  Briefwechsel  I,  S.  123  ff. 
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Professor  der  Mathematik.  Er  heißt  Degen  ^).  Vor  einiger  Zeit 
sagte  er  mir,  er  beschäftigte  sich  schon  seitdem  er  Teten s^j  Schüler 
sei,  mit  gewissen  Mediis  arithmetico-geometricis,  die  von  den  Ihrigen 
verschieden  sind.  Er  nimmt  nämlich  zwei  Grrößen,  von  denen  a 
die  größere,  h  die  kleinere  sein  soll  (die  Stelle  ist  gleichgültig) 

a,  \  {a  +  li)  =  n',     i  (a'  +  h')  =  a",  u.  s.  w. 
h,  \/^  =  h',  Sl^V  =  h",  u.  s.  w. 

Er  selbst  weiß  nur,  daß  diese  Reihe  einen  Limes  hat,  den  man 
bald  findet.  Ich  habe  mich  sehr  mit  diesem  Limes  beschäftigt  und 
bin  so  glücklich  gewesen,  einen  Zusammenhang  mit  der  Ellipse  zu 
finden,  den  ich  mir  die  Freiheit  nehme  Ihnen  vorzulegen.     Da  der 

Limes  dieser  Reihe,  so  wie  ich  ihn  dargestellt  habe,  von  —  abhängt, 
so  bezeichne  ich  ihn  mit !/(—).     Ich    nenne    ferner   die    sehr  schnell 


a 
konvergierende  Reihe  .... 

mm         a  —  tt'      a  —  a'    o!  —  a"  .    a  —  a'    a'  —  a" 


2a'      '      2a'         2a"      '      2a'         2a  2a" 


^(-i  dann  ist 


a 


(91)        -K-^\ — 7Tv~ 77-; /  =  Quadrans  Ellipseos  i  —) , 

wo  das  Zeichen  l~j\  eine  Ellipse  bedeutet,  deren  große  Achse  gleich  1, 


a 

kleine  Achse  =  -7  ist.     Ich  habe  nun  Degen   angezeigt,  ich  habe 

seinen  Limes  gefunden  und  halte  es  für  billig  zu  warten,  ob  er 
dasselbe  findet.  Wie  ich  vor  14  Tagen  an  Lindenau  schrieb, 
hatte  ich  den  Limes  noch  nicht.  Grewiß  haben  Sie  bei  Ihren  Mediis 
auch  dieses  angesehen,  und  Sie  würden  mich  sehr  durch  ein  paar 
Worte  darüber  verbinden." 

Aus  dem  Antwortschreiben  von  Gauß    haben   wir   schon  S.  5, 
52  und  93  einzelne  Sätze  wiedergegeben,  wir  wollen  dieselben  hier 


1)  Degen  war  in  der  Tat  (1.  Nov.  1766)  zu  Braunschweig  geboren.  Bio- 
graphische Daten  findet  man  in  dem  „Mömorial"  über  Abel,  Artikel  von  Holst, 
S.  14,  15. 

2)  Job.  Nik.  Tetens  (geb.  1736,  gest.  1807)  war  1776—1799  Professor  in 
Kiel,  dann  Etatsrat  in  Kopenhagen. 
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des  Zusammenhanges    wegen    wiederholen.     Grauß    schreibt   (April 
1816,  a.a.O.  S.  125): 

„Haben  Sie  denn  wirklich  vergessen,  daß  das  arithmetisch- 
geometrische Mittel,  mit  welchem  Hr.  Degen  sich  beschäftigt, 
ganz  dasselbe  ist,  womit  ich  mich  seit  1791  beschäftigt  habe 
und  jetzt  einen  ziemlichen  Quartband  darüber  schreiben  könnte? 
Ich  habe  zwar  außer  jenem  auch  noch  andere  arithmetisch  -  geo- 
metrische Mittel  betrachtet,  die  aber  ganz  elementarisch  sind. 
Jenes  ist  das  wahre,  worüber  Sie  hier  auch  eine  im  Jahre  1800 
von  mir  angefangene  kleine  Abhandlung  gelesen  haben  (in  einem 
blauen  Oktavband,  Varia  betitelt,  worin  noch  von  Ihrer  Hand 
eine  Restitutio  in  Integrum  einiger  durch  einen  Dintenfleck  un- 
kenntlich gewordener  Stellen  zu  sehen  ist).  In  jener  Abhand- 
lung steht  teils  ein  Beweis,  daß  wenn  ein  Ausdruck 

1 

^{g  +  hcoscp) 
in  die  Reihe 


verwandelt  wird, 


das  Medium  Arithm.  Geom.    zwischen   dem 


A  +  B  cos  q)  -\-  C  cos  2qp  -f  D  cos  3^  4- 

_A 

größten  und  kleinsten  Werte  von  \J{g  +  h  cos  g?),  d.  i.  zwischen  \l{(j  +  li) 
und  \/{g  —  li)  ist;  teils  Beweis,  daß 

idx/ 1       1  x  —  x'      1  x  —  x'  x'  —  x"  ) 

,^l2"^"4~^^"^'8~^^  ^^+^*^ 

^  '•^'  ^  '-^^     )(?«// 1       \x  —  x'      \x  —  x'  x—x 

'  ^'  'etc, 


y\2      4:     x'         S     x'  x" 

Gerade  diese  Formel  unter  andern  ist  von  Ihnen  selbst  resti- 
tuiert. 

Durch  die  Media  und  ihre  Diflerentiale  kann  man  dann  leicht 
die  übrigen  Koeffizienten  B,  C,  D,  etc.    bestimmen,    so  wie   über- 

haupt  die  Koeffizienten  von  (g  -f-  h  cos  cp)'  ,  wo  Je  irgend  eine  ganze 
Zahl  ist  (welche  Reduktion  bekannt  genug  ist).  In  dem  zweiten  Teile 
der    Abhandlung   Disquisitiones  Generales    circa    Seriem   infinitam 

cc.ß 

1 -f- :| — X  etc.    (welche   ich   vielleicht  bald  gebe)   werde   ich    einen 

Teil  meiner  Untersuchungen  über  die  Ar.  Geom.  Mittel  bekannt 
zu  machen  anfangen. 

Leben  Sie  wohl,  wertester  Freund  I  und  vergessen  Sie  nicht 
Ihren  ergebensten  C.  F.  Gauß." 
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AiiiFallend  ist  der  gereizte  Ton  dieses  Gaußschen  Briefes, 
der  auch  in  der  ironischen  Schluß wendung  „vergessen  Sie  nicht 
Ihren  u,  s.w."^)  nachklingt.  Schumacher  hatte  sich  offenbar  das 
was  er  seinerzeit  (1808)  über  die  Media  von  Grauß  gelesen  hatte, 
wohl  eingeprägt,  aber  er  wußte  nicht  mehr,  daß  er  es  gelesen 
hatte  und  hielt  es  für  seine  eigene  Erfindung.  Solche  Fälle  kommen 
bekanntlich  nicht  selten  vor.  Besonders  auffallend  ist  die  voll- 
ständige Übereinstimmung  der  von  Schumacher  gegebenen  For- 
mel (91)  für  den  Ellipsenquadranten  mit  der  im  Leiste  von  Gauß 
aufgezeichneten  („Fragmente",  Gleichung  [11] ''));  sogar  die  Bezeich- 
nung M  für  die  Reihe  (90)  ist  beiden  Formeln  gemein.  Da  es 
wohl  ausgeschlossen  ist,  daß  Gauß  die  Formel  [11]  erst  nach  dem 
Empfang  des  Schumacherschen  Briefes  in  den  Leiste  eingetragen 
hat^),  so  wird  man  diese  Übereinstimmung  entweder  dem  „Zufall"  zu- 
schreiben oder  annehmen  müssen,  daß  Schuhmacher  die  Formel  (91) 
etwa  1808  bei  Gauß  gesehen  und  sie  dann  1816  gleichsam  aus  dem 
„Unterbewußtsein"  reproduziert  hat.  Gauß  hat  sich  augenschein- 
lich gerade  über  diese  Formel  geärgert,  denn  er  betont,  daß  Schu- 
macher jene  Reihe  (90)  in  dem  Handbuche  Varia  selbst  restituiert 
habe.  Allerdings  steht  in  diesem  Handbuche ^)  explicite  nichts 
vom  Ellipsenquadranten,  aber  Schumacher  schreibt  in  seiner 
Antwort  (vom  8.  Juni  1816,  a.a.O.  S.  127):  „.  .  .  wie  Ihre  elemen- 
taren Media,  über  die  ich  ein  paar  Zettel  von  Ihrer  Hand  immer 
[als]  xsi^i]Xia  bewahre  .  .  ."  ^) ;  er  hat  also  seinerzeit  (1808)  auch  noch 

1)  Vergl.  die  Eingangsworte:    „Haben  Sie  denn  wirklich   vergessen  . .  .". 

2)  S.  3  vergl.  S.  17. 

3)  Schon  der  Umstand,  daß  die  Formel  [4]  der  Fragmente  für  die  Peripheria 
Ellipseos  auch  in  der  Scheda  Ac  („Fragmente'',  Gleichung  [58])  und  zwar  in  be- 
richtigter Form  auftritt,  spricht  gegen  eine  solche  Annahme. 

4)  Es  ist  (vergl.  oben)  von  dem  Handbuche  15  und  von  der  Abhandlung 
Werke  HI,  S.  361  ff.,  die  Rede. 

5)  In  den  im  Gaußarchiv  befindlichen  „Gaussianis"  Schumachers  rinden 
sich  Aufzeichnungen  über  jene  „elementaren  Media"  (für  die  mau  etwa  lior- 
c  hardts  Abhandlung,  Werke,  S.  455—462  vergleichen  mag),  teils  von  Schumachers 
teils  von  Gauß'  Hand.  Es  handelt  sich  dabei  um  eine  Folge  von  Größen,,  die  aus 
zwei  beliebigen  a,  b  als  erstem  und  zweitem  Element  so  gebildet  werden,  daß  die 
aufeinanderfolgenden  Elemente  wechselweise  die  arithmetischen  und  geome- 
trischen Mittel  der  zwei  vorhergehenden  sind,  also 

,     a-{-b     ,  /a&  +  b-     a  +  b -{-  \j2{ab  +  &') 
«'  '^>  — 2 — '   V  — 2       '  4  '  ■  ■  ■ ' 

man  hat  dann  als  Grenzwert  dieser  Folge,  für  az^-b,  den  Ausdruck 

\1  a-  —  h- 


-(t  +  \/|-') 
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andere  Handschriften  von  Gauß  als  das  Handbuch  eingesehen. 
Vielleicht  hat  auf  diesen  der  quadrans  ellipseos  gestanden,  viel- 
leicht waren  es  jene  verlorenen  Uraufzeichnungen,  die  den  Leiste- 
notizen über  das  agM.  zu  Grunde  lagen? 

In  diesem  Antwortschreiben  Schumachers  sind  auch  die  lite- 
rarischen Angaben  von  Interesse  (a.  a.  0.  S,  127),  die  Schumacher 
über  die  von  ihm  zu  Rate  gezogenen  Hilfsmittel  macht.  Er 
zitiert  nämlich  eine  Abhandlung  von  Woodhouse  aus  den 
Philosophical  Transactions,  1804  II,  in  der  Abhandlungen  von 
Wallace    und    Ivory   excerpiert   seien   und    wo    die  „bekannte 

dx[—:. 1    auf  ähnliche  Formen,  wo  e  immer 

kleiner  wird,  ins  unendliche  fortgesetzt  wird"^.  Es  ist  dies  also 
die  Landen  sehe  Transformation^).  Ob  Gauß  diese  Literatur 
schon  früher  gekannt,  oder  ob  er  sie  erst  aus  diesem  Briefe  Schu- 
machers kennen  gelernt  hat,  muß  dahingestellt  bleiben.  Auf  eine 
andere  Stelle  dieses  Schumacherschen  Briefes,  der  sich  auf  Degen 
bezieht,  kommen  wir  weiter  unten  zurück. 

Die  von  Gauß  ausgesprochene  Absicht,  den  zweiten  Teil  der 
„Disquisitiones  circa  seriem  etc."  mit  einem  Teil  seiner  Unter- 
suchungen über  das  agM.  bald  zu  geben,  kommt  wieder  nicht  zur 
Ausführung.  Jedoch  scheint  er  —  nach  längerer  Pause  —  bald 
darauf  die  Untersuchungen  über  lemniskatische  Funktionen  wieder 
aufgenommen  zu  haben,  wenigstens  stammen  die  Werke  III,  S.  421, 
art.  [41]  abgedruckten,  dem  Handbuche  19  (S.  104)  entnommenen 
Aufzeichnungen  aus  der  Zeit  nach  dem  29.  Febr.  1817  (vergl.  die 
Angabe  von  Sehering,  Werke  III,  S.  494).  Sie  enthalten  die 
Additionstheoreme  der  Thetafunktionen  im  lemniskatischen  Falle 
und  das  Additionstheorem  für  das  Integral  zweiter  Gattung 
/  (sin  lemn  XydX.  Bemerkenswert  ist  das  erstmalige  Auftreten  der 
Zeichen  P,  Q,  B,  S  für  die  vier  Thetafunktionen,  hier  natürlich 
nur  im  Falle  der  lemniskatischen  Funktion.  Jedenfalls  verdanken 
wir  es  aber  dieser  Korrespondenz  mit  Schumacher,  daß  Gauß 
bei  der  nächsten  Gelegenheit  wenigstens  die  Grundzüge  seiner  bis 
dahin  streng  geheim  gehaltenen  Theorie  des  agM.  bekannt  macht, 
in  der  Abhandlung  „Determinatio  attractionis  quam  in  punctum 
quodvis  positionis  datae  exerceret  planeta,  si  eins  massa  per  totam 


1)  Die  gedachten  Abhandlungen  von  Ivory  und  Wallace  befinden  sich  in 
den  Bänden  IV.  bez.  V.  der  Transactions  of  the  Royal  Society  of  Edinburgh.  Sie 
enthalten  in  Bezug  auf  die  Landensche  Transformation  nichts,  was  wesentlich  über 
Lagranges  Abhandlung  von  1784/85  (vergl.  oben  S.  G)  hinausgeht. 
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orbitam  ratione  temporis  quo  singulae  partes  describuntur  anifor- 
miter  esset  dispertita"  ^).  Über  die  Wichtigkeit  des  in  dieser  Ar- 
beit behandelten  astronomischen  Problems  spricht  sich  Gauß  in 
einem  Briefe  an  Olbers  vom  11.  Januar  1818  aus  ^),  wo  er  auch 
angibt,  daß  er  sich  „bisher"  mit  der  Arbeit  an  dieser  Abhandlung 
beschäftigt  habe. 

Der  auf  das  agM.  bezügliche  Teil  dieser  Abhandlung  (artt. 
16 — 19)  bringt  zuvörderst  den  elementaren  Algorithmus  für  zwei 
positive  Zahlen  ?>?, }?.  Der  Beweis,  daß  u  =  J/(^;^,  w)  dem  reziproken 
Wert  des  vollständigen  elliptischen  Integrals  erster  Gattung 


/ 


2%  dT 


2;tVm'cos'  T+n\^\n'  T 


gleich  ist,  wird  durch  Anwendung  der  uns  aus  der  Scheda  An 
(vergl.  oben  S.  83)  und  den  Zetteln  im  Anhang  4,  bekannten  Trans- 
formation 

.  jj,        .     „  2)11  sin  T  _  m  sin  T 

(y^j      sin  I  —  (,,j  ^ ,,)  cos'  r  +  2m  sin^  T  ~  m  sin'  T  -{-  ni  cos*  T 

geführt,  die  das  Differential 

clT 


V/m'cos'  T-I-M'sin'  T 


invariant  läßt.  Bildet  man  durch  Wiederholung  der  Transforma- 
tion (92)  die  Folge  T' ,  T",  T'\  ...  so  strebt  diese  einem  Grenz- 
werte 0  zu,  und  es  ist 


=/ 


clT 


V/»i'cos'T-(-n'sin'T 


eine  Gleichung,  die  offenbar  mit  der  oben  (S.  80)  aus  der  Scheda 
An  wiedergegebenen  Gleichung  (74)  identisch  ist.  In  der  Anzeige  ^) 
fügt  Gauß  noch  hinzu,  daß  der  auf  das  vollständige  Integral  be- 
zügliche Satz  sich  auch  so  aussprechen  läßt,  daß  in  der  Ent- 
wickelung 

=  A  +  Bq,os^+  C  cos  2i>  -f  etc. 


\j  a-\-  ß  cos  xl) 


1)  Vorgelegt  17.  Januar  1818,    Werke  III,  S.  331,    Anzeige    ebenda  S.  357. 

2)  Briefwechsel  Gauß-Olbers  I,  S.  679. 

3)  Werke  III,  S.  359. 
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-^  gleicli  M{\fcc~+ß,  \'a  —  ß)  ist,  was  direkt  an  die  oben  wieder- 
gegebene Korrespondenz  mit  Schumacher  erinnert.  Das  gleiche  gilt 
von  dem  Satze,  den  Grauß  in  der  Anzeige  als  „ein  zweites  eben 
so  wichtiges  Theorem"  bezeichnet,  und  wonach  das  vollständige 
Integral  zweiter  Gattung 

.^2n:  C0s2TdT 


J      27t  \/ in' cos'  T-^n' sm'  T 
0 

ni'  —  rr          nr  —  n'           ni'  —  ;r 

1 

ist.  In  der  Anzeige  wird  sogar  noch  besonders  die  Darstellung 
des  EUipsenumfangs  durch  die  Reihe 

—  (m"  -  2  {m"  -  n")  -  4  {m""  -  n") ) 

angegeben,  die  im  wesentlichen  auf  Schumachers  Formel  (91) 
hinauskommt,  gleichsam  als  wollte  Gauß  hierdurch  sein  Eigen- 
tumsrecht auf  diese  Formel  ausdrücklich  betonen.  Auch  für  ein 
Integral  zweiter  Gattung  mit  variabler  oberer  Grenze  gibt  Gauß 
eine  Darstellung  (art.  18)  (vergl.  hierzu  die  Darstellung  des  Ellipsen- 
bogens  im  Anhang  4.). 

Den  Ausspruch  am  Schluß  der  Anzeige,  wonach  Gauß  „diese 
Resultate,  wie  er  sie  schon  vor  vielen  Jahren  unabhängig  von  ähn- 
lichen Untersuchungen  von  Lagrange  und  Legen dre  gefunden  hat, 
in  ihrer  ursprünglichen  Form  darstellen  zu  müssen  geglaubt  hat" 
wird  man  was  die  „ursprüngliche  Form"  anlangt  cum  grano  salis 
aufzufassen  haben,  denn  wir  wissen,  daß  Gauß  jedenfalls  den  Zu- 
sammenhang des  agM.  mit  dem  vollständigen  Integral  erster  Gat- 
tung nicht  auf  dem  in  dieser  Abhandlung  angegebenen  Wege  ge- 
funden hat. 

c)    Konforme  Abbildung.     Hundert  Theoreme. 
Im  Juli  1816   schreibt  Gauß   an  Schumacher^)    „Mit  Lindenau 
habe   ich   auch   über   eine  Preisfrage    konferiert,  die  in  der   neuen 
Zeitschrift  mit    dem  Preise  von    100  Dukaten    aufgegeben  werden 
soll.     Alir  war  eine  interessante  Aufgabe  eingefallen,  nemlich: 

„Allgciiiciii  eine  gegebene  Fläche  so  auf  einer  andern  (ge- 
gebenen) zu  proiiciren  (abzubilden),  daß  das  Bild  dem  Ori- 
ginale in  den  kleinsten  Teilen  ähnlich  werde." 

1)  Briefwechsel  I,  S.  131. 
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Als  Preisfrage  der  Kopenbagener  Societät  wurde  diese  Aufgabe 
1820  veröffentlicbt  ^).  Nachdem  sie  1822  wiederbolt  worden  war, 
wendet  sich  Ganß  ihrer  Bearbeitung  zu  ^).  Die  Abhandlung,  mit  dem 
Motto  „Ab  his  via  sternitur  ad  maiora"  erscheint  1825^),  sie  ist  vom 
Dezember  1822  datiert  und  in  deutscher  Sprache  verfaßt*).  Als 
erste  Vorarbeit  zu  dieser  Abhandlung  dürfte  das  Fragment  anzu- 
sehen sein,  das  sich  in  dem  (Nov.  1801  begonnenen)  Handbuche  16 
(S.  70)  befindet  und  Werke  VIII,  S.  371,  abgedruckt  ist.  Es  han- 
delt von  der  konformen  Abbildung  einer  Ebene  auf  eine  krumme 
Fläche.  Für  uns  ist  hier  nur  der  Umstand  von  wesentlicher  Be- 
deutung, daß  Grauß  den  Zusammenhang  der  in  Rede  stehenden 
Aufgabe  mit  der  Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen  Varia- 
bein erkannt  hat  ^)  und  daß  er  das  Wesen  einer  solchen  Funktion 
darin  erblickt,  daß  P-\-Ql  eine  Funktion  von  p -f  ^i  ist,  wenn  für 
konstantes  p -\- qi  auch  P -\- Qi  konstant  ist  (Werke  IV,  S.  197). 
In  den  Beispielen  findet  sich  noch  eine  Reihe  interessanter  Ansätze, 
deren  erneute  Durcharbeitung  wünschenswert  erscheint. 

Wir  wollen  hier  noch  die  Besprechung  der  nachgelassenen 
Abhandlung  „Hundert  Theoreme  über  die  neuen  Transzendenten" 
anschließen,  die  auf  einzelnen  Blättern  (Fi)  aufgezeichnet  ist  und 
für  deren  Entstehungszeit  sich  nur  die  untere  Zeitgrenze  1818  an- 
geben läßt,  da  darin  (S.  467)  die  „Determinatio  attractionis"  zitiert 
wird  ^).  Sie  enthält  nichts  wesentlich  Neues,  nur  in  eleganter  und 
überaus  klarer  Darstellung  Dinge  die  uns  schon  aus  der  Scheda 
Ac  und  Scheda  An  bekannt  sind. 

Für  die  drei  ungeraden  Thetafunktionen  werden,  da  sie  „von 
großer  Wichtigkeit"  sind,  „besondere  Funktionalzeichen"  ein- 
geführt : 

P{x,y)  =  l+x{y  +  y-')  +  x'  {f  +  y-')  -\-  x'  (f  +  y-')  -f  etc. 
Q  {X,  y)  =  l-x{y  +  y-')  +  x'  {f  +  y'^)  -  x'  {f  +  y-')  +  etc. 

B  {x,  y)  =  x^  (y^  +  y  "")  +  x^  {y""  +  y  ^)  +  x^  {y^  +  y  ^)  +  etc. 
sodaß   also   in  moderner  Bezeichnungsweise   für  x  ^=  q,  y  =  e       , 


b 


1)  Vergl.  Schumacher  a.  a.  0.  S.  202,  Brief  vom  20.  Jan.  1821. 
2j  Brief  an  Schumacher  vom  25.  Nov.  1822,  a.  a.  0.  S.  293. 

3)  Werke  IV,  S.  189. 

4)  Vergl.   dazu  die  Briefstellen  Gauß-Schumacher  a.  a.  0.  SS.  296,  297,  299, 
300,  303,  317,  328,  335. 

5)  Dieser  Zusammenhang    ist    auch    schon    bei   Lagrange  1779,  OeuvTes  IV, 
S.  643  hervorgehoben. 

6)  Vergl.  P.  Günther  a.  a.  0.  S.  101.   Eine  Verifikation  der  Formeln  dieser  Ab- 
handlung findet  sich  bei  Pepin,  a.  a.  0.  S.  59  ff. 
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ist.  Auf  Grund  der  drei  ersten  Theoreme,  die  Identitäten  zwischen 
Reihen  und  Produkten  geben,  folgt  als  viertes  Theorem  die  Iden- 
tität (8)  (S.  S),  die  die  Umformung  der  Reihe  für  P(x,y)  in  ein 
unendliches  Produkt  liefert,  und  als  fünftes  die  analoge  Identität, 
die  dasselbe  für  die  Funktion  B  {oc,  y)  leistet.  Für  y  =  1  ergeben 
sich  die  Thetanullreihen,  die  durch  Fx,  Qx,  Bx  bezeichnet  werden, 
und  für  die  durch  einfache  Umformungen  das  „höchst  wichtige 
Theorem"  (die  Zählung  der  Theoreme  hört  hier  auf)  gewonnen 
wird:  „Das  Arithmetisch-Greometrische  Mittel  zwischen  {PxY  und 
(Qxf  ist  allemal  =  1".     Mit  der  Darstellung 

m^  —  n"^  Inf  \^  lm"'\^  (ni" 

X  = 


lQm'm"\m"'j   \m""J   \m^ 
wo 

m'^-'  =  .u  (Px^y,   n'^'  =  (i  (Qx^)';  fi  =  M{m,  n) 

ist,  die  uns  aus  der  Scheda  An  bereits  bekannt  ist,  bricht  die  Ab- 
handlung ab. 

Auf  dieselbe  Zeit  wie  die  „Hundert  Theoreme^''  würde  die 
Notiz  zu  datieren  sein,  die  Werke  III,  S.  384,  abgedruckt  ist  und 
aus  dem  Handbuch  19  (begonnen  November  1809)  S.  147  stammt. 
Es  finden  sich  nämlich  (vergl.  die  Angabe  von  Schering  a.  a.  0.) 
auf  der  vorhergehenden  Seite  (146)  Formeln  über  die  Reihen 
■f(-^)2/)>  Qi^iV))  -^0*')^))  3.1so  mit  denselben  Bezeichnungen  wie  in 
den  „Hundert  Theoremen",  aufgezeichnet.  Jene  Notiz  enthält  das 
Theorem:  „das  Produkt  zweier  Summen  von  vier  Quadraten  ist  selbst 
eine  Summe  von  vier  Quadraten",  aus  dem  bekanntlich  Jacobi 
in  seinen  Vorlesungen  die  wichtigsten  Eigenschaften  der  Theta- 
reihen  abgeleitet  hat.  Ob  Gauß  wirklich,  wie  Schering  vermutet, 
mit  Hilfe  dieses  Theorems  die  Darstellbarkeit  von  zwei  beliebigen 
Zahlen  m,  n  durch  die  Funktionen  {Pxf,  (Qxf  für 

Mim.n) 
log  X  =  —  Tt  — - — V-- — X 

nachgewiesen  hat,    entzieht   sich   unserer  Kenntnis,    jedenfalls  hat 
er  diese  Darstellbarkeit  auf  andere  Weise  gefunden. 

Für  die  zunächst  folgenden  Jahre  versiegen  unsere  Quellen 
gänzlich.  Wir  müssen  gleich  zu  dem  Jahre  1827  übergehen,  das 
sich  für  Gauß  dadurch  zu  einem  bedeutungsvollen  gestaltet  hat, 
daß  Abel  und  Jacobi  in  diesem  Jahre  mit  der  Entdeckung  der 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen  hervortraten. 
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9.    Die  Jahre  1827—1843. 

a)  Abels  und  Jacobis  Entdeckungen.     Logarithmisches 
Potential.     Integralbegriff. 

Die  Geschichte  der  Entdeckung  der  elliptischen  Punktionen 
durch  Abel  und  Jacob i  ist  so  vielfach  und  mit  Benutzung  der 
sämtlichen  zu  Gebote  stehenden  Quellen  so  ausführlich  dargestellt 
worden,  daß  es  sich  erübrigt,  hier  auch  nur  andeutungsweise  auf 
dieselbe  einzugehen.  Auch  der  ausschlaggebende  Einfluß,  den  die 
berühmte  Stelle  im  art.  335  der  Disquisitiones  arithmeticae  sowohl 
auf  Abel  als  auf  Jacobi  ausgeübt  hat,  ist  anerkannt;  wir  können 
in  bezug  auf  Abel  nur  ein  gewisses  persönliches  Moment  den  bis- 
herigen Darstellungen ')  hinzufügen,  das,  wie  es  scheint,  noch  nicht 
bemerkt  worden  ist. 

Es  ist  nämlich  bekannt,  daß  Abel  durch  Degen  veranlaßt 
worden  ist,  sich  mit  den  elliptischen  Funktionen  zu  beschäftigen-) ; 
Abel  war  Juli — September  18:^3  bei  Degen  in  Kopenhagen  und 
beginnt^)  1823  sich  mit  Integralrechnung  zu  beschäftigen.  Nun 
hat  Schumacher,  wie  er  in  dem  oben  erwähnten  Briefe  an  Gauß 
vom  8.  Juni  1816  schreibt'*),  Degen  mitgeteilt,  daß  Gauß  sich 
schon  lange  mit  dem  agM.  beschäftigt,  und  es  ist  sehr  wahrschein- 
lich, daß  Degen  von  diesem  Umstände  Abel  Mitteilung  gemacht 
hat.  Es  könnte  also  Gauß  außer  durch  seine  Veröffentlichungen 
durch  Vermittelung  von  Schumacher  und  Degen  gewissermaßen 
noch  persönlich  einen  Einfluß  auf  Abel  ausgeübt  haben,  wenn  dieser 
Einfluß  auch  nur  darin  bestanden  hat,  daß  er  Abel  veranlaßte,  in 
Gauß  Schriften  nach  Stellen  zu  suchen,  die  sich  auf  die  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  beziehen.  Daß  Abel  jene  Stelle  in 
den  Disquisitiones  arithm.  gekannt  hat,  geht  z.  B.  aus  dem  Briefe 
an  Grelle  vom  4.  Dezember  1826^)  hervor;  für  seine  Bekannt- 
schaft mit  der  „Determinatio  attractionis"  haben  wir  kein  direktes 
Zeugnis. 

Von  Gauß  selbst  besitzen  wir  eine  Reihe  von  brieflichen 
Äußerungen  über  Abel  und  Jacobi;  die  eine  Briefstelle  an  Bessel 
haben   wir   schon  oben  (S.  24)  wiedergegeben.     Wenn  Gauß    darin 


1)  Siehe  Sylow,  Memorial,  S.  35,  36. 

2)  Memorial,  Brief  von  Degen  an  Hansteen,  21.  Mai  1821,  Corresp.  S.  97. 

3)  Siehe  Sylow,  a.a.O.  S.  27. 

4)  Briefwechsel  I,  S.  127. 

5)  Memorial,  Corresp.  S.  52,  53. 
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sagt,  Abel  „überhebt  micb  in  Beziehung  auf  etwa  ein  Drittel 
dieser  Sachen  der  Mühe"  so  wird  man  dies  als  eine  Bestätigung 
des  von  uns  aufgestellten  Programms  für  das  von  Gauß  geplante 
große  Werk  über  die  transzendenten  Funktionen  ansehen  können. 
Das  eine  Drittel  wäre  die  allgemeine  Theorie  der  aus  F(a,  ß,y,  x) 
entspringenden  Funktionen,  das  zweite  die  Theorie  des  agM.  und 
der  Modulf unktion^  endlich  das  dritte,  in  bezug  auf  das  Abel 
Gauß  zuvorgekommen  ist,  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
im  engeren  Sinne.  Wenn  Gauß  noch  hinzufügt^):  „Zu  meiner  Ver- 
wunderung erstreckt  sich  dies  [nämlich  die  Übereinstimmung  seiner 
Resultate  mit  denen  von  Abel]  sogar  auf  die  Form  und  zum 
Teil  auf  die  Wahl  der  Zeichen,  so  daß  manche  seiner  Formeln 
wie  eine  reine  Abschrift  der  meinigen  erscheinen",  so  wird  man 
daran  zu  denken  haben,  daß  Abel  die  Perioden  mit  co,  ö  bezeichnet, 
was  in  der  Tat  an  Gauß'  (D,  cö'  erinnert,  und  daß  infolge  dessen 
die  Produktentwickelungen  der  Zähler  und  Xenner  bei  Abel  fast 
ebenso  aussehen  wie  bei  Gauß. 

Die  beiden  in  den  Astronomischen  Nachrichten  von  1827  im 
Auszug  publizierten  Briefe  Jacobis^)  an  Schumacher  hat  dieser 
letztere  an  Gauß  zur  Begutachtung  geschickt.  Gauß  schickt  sie 
am  4.  bezw.  19.  August  1827  zurück^)  und  am  6.  August  trägt 
er  in  das  Handbuch  16  (S.  137  ff.)  die  Werke  III,  S.  470  ff",  abge- 
druckte Aufzeichnung  ein,  die  (vergl.  Werke  III,  S.  475,  art.  [9]) 
am  29.  August  fortgesetzt  wird.  Es  tritt  in  dieser  Aufzeichnung 
zu  den  Charakteristiken  P,  Q,  li  für  die  drei  geraden  Thetafunk- 
tionen  noch  die  Charakteristik  S  {x,  y)  für  die  ungerade  Theta- 
funktion 

S{x,  y)  =  x^  0/'  -y~^)-  x^  (/  -  y'^)  +  ■  •  • 
hinzu  (Werke  III,  S.  472). 

In  dieser,  wie  wir  wohl  sagen  können,  unter  dem  unmittel- 
baren Eindruck  der  Jacobischen  Briefe  niedergeschriebenen  Auf- 
zeichnung (Werke  III,  S.  470)*)  finden  wir  zunächst  Formeln  für 
die  Transformation  2.  und  3.  Ordnung  der  vier  Thetafunktionen.  Wie 
in  der  aus  demselben  Handbuch  16  stammenden  Aufzeichnung 
Werke  III,  S.  436  0".  (die  nach  Schering  auf  1808  zu  datieren  ist 
und  oben  S.  75,  76  bereits  besprochen  wurde)  wird  auch  hier  (art.  [4], 
Werke  III,  S.  472)  die  allgemeine  Funktion 

1)  Briefwechsel  mit  Bessel,  S.  477. 

2)  Jacobis  Werke  I,  S.  29  ff. 

3)  Briefwechsel  II,  S.  109,  112. 

4)  Vergl.  für  diese  Abhandlung  Pepin,  a.  a.  0.  S.  7G— 89. 
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eingeführt  und  für  sie  die  Formel 

(e,2c.)(0,2/3)  =  (26,a  +  /3)(20,a-^)  +  (20,«  +  ^  +  .LM20,a-/3  +  J) 

angegeben,  die  die  Formeln  für  die  Transformation  zweiter  Ord- 
nung zusammenfaßt.  Der  folgende  Artikel  [5]  bringt  dann  die 
Verifikation,  daß  für 

P{x,ij)  B(x,l)  ^  '     ^ 
zwiscben  6  und  u  die  DifFerentialbeziehung 

dB 

cm  = 


V P (X,  If  sin'  B  +  Q{x,  1)* .  cos-  6 

besteht,  d.  h.  daß  sin  0  in  der  Tat  die  Umkehrung  des  elliptischen 

R(x  lY 
Integrals  erster  Gattung  mit  dem  Modul  -—,  ' ..  ^  ist.  Diese  Veri- 
fikation wird  auch  in  der  auf  S.  111,  112  desselben  Handbuchs  16 
befindlichen  Notiz  (Anhang  2)  gegeben,  worauf  schon  oben  (S.  47 
hingewiesen  wurde,  als  von  den  Aufzeichnungen  der  Scheda  Ac  die 
Rede  war. 

Es  folgt  noch  (art.  [7])  die  Transformation  7.  Ordnung  und,  mit 
dem  Datum  29.  August  versehen,  die  Transformation  5.  Ordnung 
mit  der  Modulargleichung.  Bemerkenswert  ist  die  Stelle  art.  [10] 
(Werke  III,  S.  476),  wo  von  der  allgemeinen  Transformation  un- 
gerader Ordnung  die  Rede  ist;  Gauß  hat  also  wirklich,  wie  er  an 
Schumacher  schreibt'-),  das  in  dem  Jacobischen  Briefe  „enthaltene 
Theorem  .  .  .  ganz  leicht  aus  [seinen]  Untersuchungen  über  die 
Transzendenten  abgeleitet".  Der  auf  die  Theorie  der  Modulfunktion 
bezügliche  Artikel  [12]  wurde  schon  oben  (S.  67)  besprochen. 

Ein  ganz  neuer  Gedanke  tritt  hier  in  überraschender  Weise 
in  den  artt.  [16],  [17]  auf.  Diese  beziehen  sich  auf  dieLaplace- 
sche  partielle  Diff'erentialgleichung 

dx'  "^  dl/  ■"    ' 
sodaß    die  Vermutung    gerechtfertigt    erscheint,    Gauß    habe    zu 


1)  Gauß   bezeichnet   die    P(a;,  1),    Qix,l),   Bix,l)   in    dieser   Notiz   wieder 
mit  2^,  q,  r. 

2)  Brief  vom  19.  August  1827,  Briefw.  II,  S.  112. 

8 
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jener  Zeit  die  Theorie  der  Funktionen  komplexer  Variabein  auf 
die  Theorie  des  logarithmischen  Potentials  zu  gründen  versucht. 
Das  in  dem  Artikel  [16]  ausgesprochene  Theorem,  daß  eine  har- 
monische Funktion,  die  auf  der  Begrenzung  eines  Gebietes  den 
konstanten  Wert  Ä  besitzt,  auch  im  Innern  überall  gleich  Ä  ist, 
bildet  die  Grundlage  für  das  Prinzip  der  analytischen  Fortsetzung 
(vergl.  Riemann,  Inauguraldissert.  art.  15,  Werke,  2.  Aufl.,  S.  28); 
der  handschriftliche  Nachlaß  gibt  aber  keinen  Anhaltspunkt  für 
die  Entscheidung  der  Frage,  ob  Gauß  bis  zu  diesem  Prinzip  vor- 
gedrungen ist ').  Gauß  beweist  dieses  Theorem  mit  Hilfe  von  Inte- 
gralsätzen (ein  Beweis,  der  bekanntlich  Bedenken  unterliegt)  und  über- 
trägt es  sogleich  auf  den  Fall  des  Newtonschen  Potentials,  sodaß 
dieser  und  der  folgende  Artikel  zugleich  als  Vorarbeiten  für  die 
1840  veröfiPentlichte  Abhandlung  „Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung 
auf  die  im  verkehrten  Verhältnisse  des  Quadrats  der  Entfernung 
wirkenden  Anziehungs-  und  Abstoßungskräfte  ■^)"  gelten  können. 

Eine  eingehende  Analyse  der  letztgenannten  Abhandlung  muß 
einem  folgenden  Hefte  dieser  „Materialien"  vorbehalten  bleiben. 
Hier  möge  nur  hervorgehoben  werden,  daß  Gauß  in  den  artt.  29ff. 
(Werke  V,  S.  231  ff.)  den  Beweis  für  die  Lösbarkeit  des  Rand- 
wertproblems für  das  Innere  eines  beliebig  gestalteten  Körpers 
in  der  Weise  zu  geben  versucht,  daß  er  die  Existenz  einer  Massen- 
verteilung auf  der  Oberfläche  als  evident  ansieht,  für  die  das  über 
diese  Oberfläche  erstreckte  Integral 

f{V-2ü)mds 


1)  Demgemäß  muß  auch  die  Frage  offen  bleiben,  ob  Gauß  aus  der  Tatsaclie, 
daß  der  reale  Teil  des  Quotienten  (Gl.  (57),  S.  61) 

_  3I(m,n) 


M  {in,  \Jm^  —  n') 

stets  positiv  ist,  die  Folgerung  gezogen  hat,  daß  die  Modulfunktion  (Gl.  (64)  S.  66). 

n^    _  q*  (t) 
w?  ~~  p*  (t) 

über  die  laterale  ^-Achse  hinweg  nicht  fortgesetzt  werden  kann.  Daß  diese 
Funktion  ihrer  l)  ef  inition  nach  nur  in  der  rechts  von  der  lateralen  Achse  gele- 
genen Ilalbebene  existiert,  war  Gauß  jedenfalls  bewußt.  Dies  geht  einerseits  aus 
der  Bedingung  für  die  Konvergenz  der  Reihen  p  (t),  q  (t),  andererseits  daraus  her- 
vor, daß. in  der  aus  dem  Jahre  1S27  stammenden  Aufzeichnung  des  Handbuchs  IG 
(siehe  oben  5)  S.  60)  der  Fundamentalbereich  der  Modulfunktion  nur  in  der  ge- 
dachten Ilalbebene  gezeichnet  ist.  Man  vergl.  hierzu  auch  das  Polygonnetz  in  der 
weiter  unten  noch  zu  nennenden  Figur  "Werke  III,  S.  104. 
2)  Werke  V,  S.  195. 
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ein  Minimum  wird.  Darin  bedeutet  V  das  Potential  der  Massen- 
verteilung mit  der  positiven  Oberflächendichtigkeit  m  und  U  eine 
gegebene  endliche  und  stetige  Funktion  auf  der  Oberfläche.  Wir 
erkennen  hier  die  Schlußvveise,  die  Riemann  (1851)  zur  Grundlage 
für  die  Beweise  seiner  allgemeinen  Existenztheoreme  gemacht  und 
(1857),  unter  Bezugnahme  auf  Gauß,  als  Dirichlets  ches 
Prinzip  bezeichnet  hat,  dieselbe,  die  auch  Lord  Kelvin  (1847) 
bei  der  Lösung  der  sogenannten  zweiten  Randwertaufgabe  ano-e- 
wandt  hat.  Die  wechselvollen  Schicksale  dieser  Schlußweise,  von 
ihrer  Kritik  durch  Weierstraß  bis  zu  ihrer  Wiederbelebung  durch 
Herrn  Hilbert  sind  bekannt. 

Li  einer  anscheinend  aus  den  vierziger  Jahren  des  XIX.  Jahr- 
hunderts stammenden  Handschrift  „Bestimmung  der  Convergenz 
der  Reihen,  in  welche  die  periodischen  Functionen  einer  veränder- 
lichen Größe  entwickelt  werden"  (Fa,  vergl.  oben  S.  89)  gibt  Gauß 

(im  art.  6)  die  Definition  eines  Integrals    /    f{t)dt  für  eine  zwischen 

f^  nnd  T  eindeutige,  endliche  und  stetige  Funktion  f(t)  als  Grenz- 
wert einer  Summe  und  spricht  sich  dann  (in  den  artt.  7,  8)  über 
die  Bedeutung  eines  solchen  Integral  weiter  wie  folgt  aus: 

„Ist  hingegen  ft  eine  vielwerthige  Function,  so  ist  erforder- 
lich, daß  nach  einem  Principe  bestimmt  sei,  welcher  aus  den  ver- 
schiedenen Werthen  der  Function  für  jeden  Werth  von  t  zwischen 
den  Grenzen  t°  und  T  gelten  soll.  Das  Princip,  daß  die  Werthe 
der  Function  nach  der  Stetigkeit  zusammenhängen  sollen,  wird, 
sobald  ft  für  einen  der  Werthe  t  gegeben  ist  zur  Bestimmung 
des  Zuges  ausreichen,  so  lange  man  nicht  auf  einen  Werth 
von  t  kommt,  für  welchen  der  betreffende  Werth  von  ft  mit  einem 
andern  zusammenfällt  (also  zwei  Züge  sich  kreuzen),  in  welchem 
Falle  über  das  fernere  Fortschreiten  eine  anderweitige  Bestimmung 
getroffen  werden  muß.  Übrigens  verstehe  ich  das  Fortschreiten 
nach  der  Stetigkeit  nur  so,  daß  unendlich  kleinen  Veränderungen 
von  t  unendlich  kleine  Änderungen  ft  entsprechen,  und  sehe  einen 
Übergang  von  reellen  Werthen  zu  imaginären  nicht  als  eine  Unter- 
brechung der  Stetigkeit  an". 

Über  den  Fall  wo  f{t)  als  eindeutige  Funktion  in  einem 
zwischen  t°  und  T  gelegenen  Werte  t'  unendlich  wird,  heißt  es  weiter: 

„Wenn,   indem  ff  unendlich  wird,    /         ftdt  und     /       ftdt, 

bei   unendlich   abnehmendem  «,   nicht  beide   endliche  Grenzwerthe 

8* 
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haben,  so  bildet  ....  der  Werth  i  =  t'  eine  unübersteigliche  Scheide- 
wand, so  lange  man  (wie  man  bisher  immer  gethan  hat)  sich  dabei 
ausschließlich  auf  reelle  Werthe  von  t  beschränkt.  Es  findet  sich 
hier  also  eine  Lücke  in  der  Integralrechnung  ....  Die  gründliche 
Abhülfe  dieses  Mangels  ist  nur  dadurch  zu  gewinnen,  daß  man  den 
imaginären  Größen  völlig  gleiche  Rechte  einräumt,  also  die  Ana- 
lysis  gleichmäßig  über  das  ganze  Gebiet  der  complexen  Größen 
erstreckt.  In  diesem  Gebiete  kann  man  von  einem  Werthe  der 
veränderlichen  Größe  t  zu  einem  andern  auf  unendlich  vielen  ver- 
schiedenen Wegen  nach  der  Stetigkeit  gelangen,  und  so  bei  der 
Integration  j  ftdf  solche  Werthe  von  /,  für  welche  ff  unendlich 
groß  wird,  umgehen.  Eine  vollständige  Abhandlung  der  aus  diesem 
Gesichtspunkte  aufgefaßten  Theorie  des  Integrirens  würde  einen 
viel  größeren  Raum  erfordern  als  hier  zulässig  ist.  Es  werden 
jedoch  einige  für  unsere  Hauptuntersuchung  nothwendigen  Sätze 
hier  entwickelt  werden  müssen." 

Hier  bricht  die  Handschrift  ab.  Wir  erwähnen  noch,  daß 
die  artt.  1 — o  dieser  Handschrift  Betrachtungen  über  Analysis 
situs  mehrfach  zusammenhängender  ebener  Bereiche  enthalten, 
die  jedenfalls  in  der  Theorie  der  Integrale  benutzt  werden  sollten. 

Die  Bemerkung  „wie  man  bisher  immer  getan  hat"  zeigt, 
daß  Gauß  zur  Zeit,  als  er  diese  Aufzeichnung  verfaßt  hat  (also 
jedenfalls  nach  1831)  noch  keine  Kenntnis  hatte  von  Cauchy's  Un- 
tersuchungen über  die  Integrale  von  Funktionen  komplexer  Vari- 
abein. Daß  er  diese  Untersuchungen  aber  später  kennen  gelernt 
hat,  zeigt  ein  Blättchen  des  Nachlasses  (Fm,  Varia  analytica), 
wo  unter  der  Überschrift  „Tailors  Lehrsatz  nach  Cauchy's  Behand- 
lung" der  Cauchysche  Integralsatz  für  den  Fall  eines  Kreises  ab- 
geleitet wird^). 

Das  was  Gauß  über  die  Integrale  mehrdeutiger  Funktionen 
sagt,  bestätigt  (vergl.  oben  S.  98  ff.),  daß  er  in  das  Wesen  dieser  Inte- 
grale nicht  völlig  eingedrungen  ist.  Denn  dadurch,  daß  er  nach 
dem   Einrücken   in    einen  Verzweigangspunkt    „über    das    fernere 

1)  Auf  der  letzten  Seite  dieses  Blättchens  steht  der  Rieraannsche  Integral- 
satz für  das  logaritbrnische  Potential  in  der  Form: 


f(d  log  r      ,         du\  j 


Gauß  liat  diesen  Satz  also  entweder  vor  Riemann  selbständig  gefunden,  oder  er 
hat  —  was  mir,  wegen  der  vollständigen  Übereinstimmung  mit  Riemanns  Bezeich- 
nungen (Inauguraldissertation,  art.  10,  Werke,  2.  Aufl.,  S.  20),  wahrscheinlicher 
dünkt  —  ihn  sich  aus  Riemanns  Inauguraldissertation  notiert.  Im  letzteren  Falle 
würde  diese  Aufzeichnung  aus  dem  Jahre  1851  herrühren. 
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Fortschreiten  eine  anderweitige  Bestimmung"  für  erforderlich  hält, 
beschränkt  er  sich  auf  die  Betrachtung  eines  eindeutigen  Zweiges 
der  Integralfunktion,  statt  —  wie  es  z.B.  Jacobi  1H35')  getan 
hat  — ,  gerade  aus  dem  Fehlen  einer  solchen  Bestimmung  die  Ab- 
hängigkeit des  Integralwerts  vom  Integrationswege  zu  folgern. 

b)   Pentag ramma  mirificum.     Drehungen  der  Kugel. 
Zusammenfassung. 

Die  der  Zeit  nach  nächstfolgende  Aufzeichnung,  die  sich  auf 
die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  bezieht,  ist  (vergl.  die  An- 
gabe von  Schering,  Werke  III,  S.  495)  vor  dem  23.  Januar  1835 
geschrieben  und  handelt  von  dem  als  Pentagramma  mirificum  be- 
zeichneten sphärischen  Fünfeck ,  dessen  Diagonalen  Quadranten 
sind  -).  Die  Bestimmung  eines  solchen  Pentagramms  hängt  mit  der 
Fünfteilung  der  elliptischen  Funktionen  zusammen.  Auf  denselben 
(regenstand  beziehen  sich  noch  zwei  aus  dem  Jahre  1843  stam- 
mende Aufzeichnungen  ^).  Herr  Fricke  spricht  die  Ansicht  aus,  daß 
Gauß  die  Beziehung  zwischen  dem  Pentagramma  und  der  Fünfteilung 
der  elliptischen  Funktionen  ,,auf  Anregung  von  Jacobi' s  Abhand- 
lung Über  die  Anwendung  der  elliptischen  Transzendenten  auf 
ein  bekanntes  Problem  der  Elementargeometrie  (1828)  erkannt  hat". 

Diese  Aufzeichnungen  von  1843  sind  anscheinend  die  letzten, 
die  G-auß  über  elliptische  Funktionen  gemacht  hat.  Da  er  1791 
begonnen  hat,  sich  mit  der  Theorie  des  agM.  zu  beschäftigen,  so 
erstreckt  sich  seine  Arbeit  an  der  Theorie  dieser  Funktionen  auf 
einen  Zeitraum  von  mehr  als  fünfzig  Jahren. 

Entspringend  aus  den  beiden  Wurzeln  des  agM.  (1791)  und 
der  Theorie  der  lemniskatischen  Funktionen  (1797)  erwächst  der 
Stamm  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  in  den 
großen  Entdeckungen  von  November  1799  bis  Mitte  des  Jahres 
1800  zu  seiner  vollen  Höhe.  Mit  Hilfe  der  durch  das  agM.  defi- 
nierten Perioden  wird  der  sinus  lemniscaticus  zum  sinus  lemnis- 
caticus  universalissime  acceptus  ausgebaut,  und  mit  der  Einführung 


1)  Vergl.  Bibliotheca  Mathematica  (III)  9,  S.  211— 226  (Gundelfinger) ;  11, 
S.  138—152  (Schlesinger). 

2)  Handbuch  19,  S.  181,  182,  gedruckt  Werke  III,  S.  481  ff.,  artt.  [1],  [2]. 
Auf  S.  181  des  Handbuchs  befindet  dch  das  Datum  1835,  Januar  23,  gedruckt 
Werke  V,  S.  G09. 

8)  Handbuch  19,  S.  240— 251,  gedruckt  Werke  HI,  S.  4S4,  artt.  [.3],  [5]— [8]  ; 
auf  S.  249  des  Handbuchs,  im  Druck  art.  [7],  das  Datum  1843  April  30  ;  ferner 
Werke  VIII,  S.  106  ff.,  vergl.  die  Anmerkungen  von  Herrn  Fricke  daselbst 
S.  112—117. 
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der  vier  Thetafunktionen,  die  als  unendliche  Reihen  und  Produkte 
dargestellt  werden,  gewinnt  Grauß  das  Instrument,  das  ihm,  im 
Verein  mit  seiner  ßeduktionstheorie  der  quadratischen  Formen,  die 
Herrschaft  über  die  elliptischen  Funktionen  und  die  Modulfunktion 
sichert. 

An  die  Stelle  des  agM.  tritt  dann  (zu  welcher  Zeit,  läßt 
sich  nicht  genau  feststellen,  jedenfalls  vor  1808)  die  allgemeiuere 
Betrachtung  der  durch  die  Reihe  F(u,  ß,  y,  x)  definierten  Funktionen, 
mit  der  Grauß  in  die  Theorie  der  homogenen  linearenDiffe- 
rentialgleichungen  zweiter  Ordnung  einlenkt  und 
die  Grrundlagen  für  die  funktionentheoretische  Behandlung  derselben 
schafft. 

In  welchem  Maße  er  auch  als  Vorläufer  für  die  Theorie  der 
automorphen  Funktionen  angesehen  werden  muß ,  zeigt 
nicht  nur  seine  Konstruktion  des  Fundamentalbereichs  für  die  Mo- 
dulfunktion, sondern  auch  seine  Deutung  der  linearen  Substitution 

{y-di)t-\-a-  ßi 

als  Drehung  der  Kugelfläche  in  sich  selbst,  die  in  zwei,  Werke  VIII, 
S.  354 — 356  abgedruckten,  Aufzeichnungen  erörtert  wird,  und  das 
auf  einen  Fall  transzendenter  Dreiecksfnnktionen,  der  sich  nicht 
der  Modulfunktion  unterordnet,  bezügliche  Polygonnetz,  das 
Werke  VIII,  S.  104,  nach  einer  Zeichnung  auf  einem  besonderen 
Blatte,  wiedergegeben  ist. 

Für  die  Funktionen  einer  komplexen  Variabein 
hat  Gauß  die  Mehrdeutigkeit  einer  solchen  Funktion  durch  ihre 
Wertänderung  bei  einem  Umlauf  (reditus)  der  Variabein  um  einen 
singulären  Punkt  erklärt,  die  Litegration  in  einem  Gebiete,  wo  die 
Funktion  eindeutig  ist,  beherrscht,  die  Bedeutung  der  Analysis  situs 
schlichter  ebener  Bereiche  für  die  Theorie  dieser  Integrale  ge- 
kannt, und  den  Zusammenhang  entdeckt,  der  zwischen  diesen 
Funktionen  und  der  konformen  Abbildung  einerseits  und  der  The- 
orie des  logarithmischen  Potentials  anderseits  besteht. 

Das  oben  (S.  89)  bereits  erwähnte,  im  Anhang  5.  abgedruckte 
Fragment  zeigt  uns  Gauß  auf  dem  Wege  zu  den  Grundbegriffen 
der  Meno;enlehre. 
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Anhang. 


Abdruck  einiger  Gauss-Handschriften. 

1.    [Zwei  Zettel  zur  Theorie  des  agM.  ^)] 

[Erster  Zettel] 

Ponendo 

-1,1-3.1     9    _,      1     9    25   _,   , 

eruitur 

lam  ponendo  x  =  ^{i  +  t~')  erit 

dt^  _      2 
dx  ~  1-  r' 
dy         dy        2 


dx       dt   1-r' 
d^  ^  (     2     VdSj       1  /     2     Y  dy 

dx'      U-rv  df     f\i-ry  dt 

Hinc 

tt  +  1         St*  +  2tt  +  S  dy 
2t    ^"^       2^^-2        dt 

tt  +  l/tt-lVlf  2tt  Vd'y      (  2t   V  dy\ 


(tt-lV  U  2tt  y  d^ _ (  2t   Vdy\ 
[   2t   )  \\tt  -  l)   df       \tt  -  ij    dt  j 


'      2t    \   2t   j  \\tt-l)   df       \tt 
sive 

tt+1        Sf  +  ldy      t(tt+l)d'y 


sive 


2t  "^  '  2tt-2  dt   '         2        dt' 


(t*-l)y  +  tC6t*+l)^  +  ttit^-l)^  =  0 


Hinc  facile  deducitur 


-  2fr  4-  ir^  4-  ^     ^-'+  ^    ^  ^t-^'+eic] 

-  ^V     +4^    +4    16^    +4    16  36^     +^^^7 


1)  Ff.     Entstehungszeit  spätestens  1790,  Xov.-Dez.  (vergl.  unten). 
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sive 


9'^(^+y)  =  ^t^tt 


Ponendo  x  =  —  erit 
P 


y-p{^+PP)%-\-pp{^-vp)^  =  ^ 


[Zweiter  Zettel] 

Wenn  q)X  - 
so  ist  bewiesen,  daß 


1  1  9     _ 

Wenn  (px  =  x'^  +  ^x~^  -\-   .  '      a;  '  +  etc. 


2x(pxx  =  (p^^ [1] 


^         .        ^xx  -  1  „. 

Es  sei  -— ==  Wx 

I     XX 


/     XX  1 

woraus,   \/ zr  =  u  gesetzt,  folgt  (pu  =  r— — — 

SJhu  —  1  •  '/-^  \/ 7 

*  V    HU  —  1 


dann  gibt  die  Funktionalgleichung  [1], 

2x  1 


XX—  1         XX -\-  1 


V^i'-^fe      ^"^ 


mithin 


2x  XX  —  1 


V  o;*  —  1         V  rra;  +  1        ar^  —  1 


,       a:a;  — 1  .   ,  1-i-tt       ^ 

man  setze  r-  =  ti,   so   wird  a;x'  =  -:; —  und 

XX +  1  '  1  —  ^^ 

Nun  ist  aber  auch  31  — ^-—  =  --Mtt 

Wz 

]\Iacht  man  daher  allgemein  -irr-  =  Fz,  so  wird 

woraus  man  leicht  schließt,  daß  Fz  eine  Konstante  sein  müsse. 
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Nun  ist  für  n  =  oo    qpit  =  — ;  also  W\/ r- oder  *P'1  =  1. 

'    ^  U  V    Mit  —  1 

Es  ist  aber  auch  il/1  =  1  folglich  die  Konstante  =  1  und  daher 

\/xx  —  l 
Mx  =       ^ 


yxx—1 


Also  -^rz—  der  von  V  freie  Theil  des  Ausdrucks 
Mx 


bei 


oder  auch  der  von   V  freie  Theil 


V/  {xx  -  cos  F'  {xx  - 1))     '  \J{xx  sin  P  +  cos  V^)        \J{1  +  {xx  - 1)  sin  V) 

und  folglich 

1  1  (abiectis  partibus  angulum  V 

M\/{l  +  y)  ~   V(l  +  y  sin  V)  implicantibus) 

Übrigens  ist  es  gleichgültig,  ob  man  sin  F^  oder  cos  F°  schreibt. 

1  19 

ip{x)  =  l^-x'  +  j^x^eic. 


q}S 


1     tang 

c 

0  0 

30«  0,728395 

45"  0,847213 

60*'  0,931608 

90"  1. 


Bemerkungen  zu  diesen  Aufzeichnungen. 
Man  wird  diese  Zettel  mit  den  in  den  „Fragmenten"  abge- 
druckten Aufzeichnungen  [44]  -[74],  die  der  Scheda  Ac  entstammen, 
in  Verbindung  zu  setzen  haben.  Die  Funktion  (px  des  ersten 
Zettels  stimmt  mit  Q  in  [53]  der  „Fragmente"  überein.  Der  erste 
Zettel  gibt  den  Beweis  der  Formel  [1]  des  zweiten.  Dieser  letztere  ist 
also  der  spätere.  Er  enthält  einen  Beweis  dafür,  daß  die  Reihenent- 
wickelung l+^x'  +  ^^^*  +  •  •  •  ^i*  ^^"^  reziproken  Wert 
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von  M(l,  Sji.  —x^)  übereinstimmt.     Interessant   ist   besonders,   daß 

aus    dem    Bestehen    der    Funktionalgleichung    F{tt)  =  Fi  j 

gefolgert  wird,  daß -F(^)  eine  Konstante  sein  müsse  ^).  Die  Zahlen- 
tabelle am  Schluß  des  zweiten  Zettels  stimmt  mit  der  auf  S.  13 
der  Sehe  da  Ac  befindlichen  (von  der  in  den  „Fragmenten"  S.  8  nur 
ein  Auszug  abgedruckt  ist)  für  ^  und  M  sin  qo  überein,  nur  ist 
die  letztere  vollständiger,  indem  sie  die  Angaben  von  5  zu  5  Grad 
enthält.  Daraus  gebt  hervor,  daß  die  beiden  Zettel  älter  sind 
als  die  betreffenden  Aufzeichnungen  der  Scheda  Ac. 


2.    [Die  Lösung   des  Umkehrproblems  des    elliptischen 
Integrals  erster  Gattung]. 
[Handbuch  16    „Den  astronomischen  Wissenschaften  gewidmet 
November  1801"  S.  111 — 11 2,  wahrscheinlich  aus  dem  Jahre  1825]. 

[S.  111] 

Setzt  man 
l  +  2x  cos  cp  +  2x*  cos  2g)  +  2x^  cos  89?  +  2x^^  cos  49  +  &c  =  P, 

4^  =  P',       ^  =  F",  so  wird 

P'P'  -  PF" 
=  {4xx  +  16x^  +  36a;''  +  64x^'  +  &c)  (1  +  2xx  cos  2(p  4-  2x'  cos  4(p  +  &c) 

J_  9  25  49  1^  9  25 

+  {2x'^  +18^:'^  +50a;'+98a;'---.)(a:2cos9)+^'^cos39)  +  Ä;'cos5(3D  +  &c) 
Mrner  PP^  {l  +  2xx  +  2x'+2x''+Sic){l-\-2xxcos2(p-i-2x'cos4(p+8ic) 

X  9  25^  15.  1  9  25 

+  {Ax'^  +4x^  +  4:x^  +  4x^  +  &c) (x^^  cos  95  +  ^^ cos Scp  +x^  cos  5qp  4-  &c) 

Noch  2^;^ cos 9  + 2a:'-  cos 39?  +  2a; ^ cos 59?  + 2a; 'cos 79p +  &c=B gesetzt 

BB  = 
(2a;+2a;''+2a;'''+2a;*''+&c)(l  +  2a;'cos49)+2a;"'cos89:+2a;'Vosl29)  +  &c) 
+  (1  +  2a;*+  2ic"'  +  2^:''^  +  &c)  {2x  cos  29?  +  2^;'  cos  69?  +  2a;"  cos  10^  +  &c) 

1  Jl  25  49 

oder  besser  R  =  2x^ sin ^cp  —  2x^  sin  f  (p  +  2x*  sin  .5  9)  —  2a;'*  sin  3  95  +  &c 

1)  Vergl.  meine  Notiz  „Über  eine  Aufgabe  von  Ilermite  aus  der  Theorie 
der  Modulfunktion"  in  den  Berichten  des  V.  Internat.  Älathematiker-Kongresses 
zu  Cambridge. 
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gesetzt,  wird 

X  9  S5  49 

1  9  25 

- (1  +  2xx  +  2x^  +  2x''  +  &c) (2x'^ cos (p  +  2x'^  cos 3(p  +  2x' cos 0(p 

49 

+  2x'cos7(p+Slc) 
und  R'R'-RR"  = 

JL  £  25  49 

|'(2a;2  +  18a;2  +  50^  -  +  98.2; ''  +  &c)  (1  +  2xx  cos  29? + 2x^  cos  49? 

+  2a;*«cos69)  +  &c) 

-{^xx  +  lQx'  +  dQx''-\-64x^^  +  &,c){2x^  cos(p  +  2xKosS(p 

+  2a;*cos59)  +  &c) 
Setzt  man  also 

l  +  2a;Ä;cos29'  +  2ic*cos49j  +  &c  =  p,        l  +  2^rc  +  2a;^+&c  =  a, 

xda 


dx 


=  a 


19  19 

2a?^  cos  (p  +  2x^  cos  S(p  +  &c  =  r,        2x^  +  20;'-^  +  &c  =  h, 

xdh   , 

dx 

so  wird 

P'P'  -  PF'  =  a'p  +  h'r  PP=  ap  +  hr  P'  +  R'  =  (aa  +  hl)  {pp  +  rr) 

R'R'-RR"=b'p-a'r  RR  =  hp-ar  ={aa+l)bf{l+2xcos2(p 

+  2x*  cos  4qp 
+  2a;'cos69)4-&c) 

P'P'-PP"  ^«^'  +  ^^'pp_«^'-^f  ^72  aa  +  66  =  (l  +  2a;  +  2:c*  +  fec)* 

aa  +  00  aa  4-  ob 

R'R'  -  RR"  =  "^'  ~  \i  PP  +  ""'^  +  ff  J?  J;  aa'+66'  =  (1  +  2.;  +  2xH  &c)  (2^ 

aa  +  00  aa  +  ob 

+  Sa;*  +  &c) 

Hier  ist  noch  zu  bemerken  (wovon  jedoch  der  Beweis  tiefer  liegt) 
ab'  —  ba'  =  \ab  (a*  —  b*)  also 

PP  BR  ^\RR      PF)      ^  ' 
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Noch  findet  man 

/     1  9  25  £9  y  \  /     1 

9  25  49  \ 

—  a;^cos  ^cp  —  x^  cos  ^cp  +  x»  cos  ^(p  +  &cj 

[S.  112.] 

Das  Quadrat  des  2?  Factors  im  andern  Theile  der  vorstehen- 
den Gleichung  wird 

/      1  9  25  49  \ 

=  \[x'^  +  x^  +  X*  +  X*  +  &,c)  (1  —  2^  cos  2qp  +  ^x"  cos 4^;  -  2^'  cos  69? 

+  &c) 

/      1  9  2J 

+  J-  (1  —  2ä;  +  2ä;*  —  2:z:®  +  &c)  \x^  cos  ^  +  ^^"^  cos  3^  +  a;*  cos  Sgo 

+  rc^  cos  7gp  [+  &c]) 

Der  erste  Factor  wird  =  {aa  +  hh)  il ^-^^ —  ^ 

Zusammen  wird,  reductis  reducendis 

PR'  -  RP'Y  =  \{aa  +  U)  {ap  -  br)  (hp  +  ar) 

=  \  {{aa  -  hh)  PP  +  2ah  RR)  {2ah  PP  -  (aa  -  hh)  RR) 

Setzt  man  also 

R  .  /aa  —  hh 


d(p  = 


P  V     2aö 
so  wird 

2(?0 


=  sin  0 


cos 


\l\{aa-  hbf  cos  6'^  +  {aa  +  hhf  sin  6' } 

1  9  25 

^  2a;''' cos  ^g)  +  2x^  cos  ^(p  +  2x*  cos  |  ^  +  &c    /aa  +  hh 

~  P  V     2ah 


3.    [Zur  Theorie  der  Modulfunktion.J 

[Zwei  Blätter  in  Fg,    das    eine    (gelbliches  Papier)   4  Seiten,    das 

andere  (weißes  Papier)  2  Seiten,  ersteres  anscheinend  das  frühere, 

aber  beide  aus  derselben  Zeit.] 

[Erstes  Blatt,  gelbliches  Papier,  Wasserzeichen:  FHF  1810.] 

Arithmetisch  geometrische  Mittel. 

m  =  ^i  (1  +  2a;  +  2x*  +  2x'  +  etc)' 

n  =  ^1  (I  -  2^  +  2x*  -  2a;' +  etc)' 
t  9  »5 

}^{mm  —  nn)  =  /t  (2a;*  +  2a;*  +  2a;  *  +  etc)' 


üeber  Gauß'  Arbeiten  zur  Funktionentheorie.    (Anhang.) 


125 


Das    AGMittel    zwischen   m   und  \]{mm  —  nn)   sei  =  A.      Man 
hat  dann 


Für  Briggische  Logarithmen  wird  X  =  — ^-rr-,  wo  log  a  =  0,1349342 

log  — 

Auch  kann  man  sich  folgender  Formel  bedienen: 

mm  —  nn  m  —  n 


^  -  16;w' 

.\Jm".\lm"'.^m^'^. 

&c 

Ssjm".  \Jm 

•".\lm\.. 

3,0000000 
1,0000000 

Beispiel 

0,4771213 
0,0000000 

3,0000000 

2,8284270 

0,4771213 
0,4515450 

2,0000000 
1,7320508 

0,3010300 
0,2385606 

2,9142135 
2,9129510 

0,4645214 
0,4643332 

1,8660254 
1,8612098 

0,2709175 
0,2697953 

2,9135822 

0,4644273 

1,8636176 
1,8636159 

0,2703568 
0,2703564 

0,2703566 

0,2703567 
0,2709175 

9,6989700 
0,5716671 

1,8636167 

0,2706371 
0,3010300 

0,6396307  = 

9,1273029 

a    .     .     . 
ii    .     .     . 

CA  .  . 

.  0,1349342 
.  0,2703566 
.  9,5355727 

:  Canon 

X    .     .     . 

9,9408635 

0,8726970 

.  9,1273030 

Die  A.G-.Mittel  gestalten  sich  anders,  wenn  man  für  ein  n\  n",  n'" 
&c.  den  negativen  "Werth  wählt:  doch  sind  alle  Resultate  in  fol- 
gender Form  begriffen: 


4/Ä- 


126 


L.  Schlesinger, 


Schöner  Lehrsatz 


2dm      2dn 
m  n 

mm  —  nn 


Xfi 


[S.  2.] 

Integrationsfähig  durch  eine  Reihe  wird  die  vorstehende  Grlei- 
chung,  wenn  man  sie  in  folgende  Form  setzt: 

mm  —  nn\m        nj        \      fij  l 


Beispiel  für  einen  imaginären  Werth  des  A.Gr.lIittels. 

3,0000000  0,4771213        0 

1,0000000  0,0000000    360« 


2,0000000 
1,7320508 

0,3010300 
0,2385606 

0" 
180° 

0,1339746 

+  1, 8612098 j 

9,1270225 
0,2697953 

0° 
90° 

0,0669873 
0,3530969 

+  0,9306049i 
+  0,3530969i 

9,9698876 
9,6984089 

85«52'58",10 
45  0  0 

0,2100421 
0,2836930 

+  0,6418509i 
+  0,6208239i 

9,8295254 
9,8341482 

71  52  46,58 
65  26  29,05 

0,2468676 
0,2470649 

+  0,6313374i 
+  0,6324002i 

9,8311572 
9,8318368 

68  38  36.05 
68  39  37,82 

0,2469962| 
0,2469962| 

+  0,6318688i 
+  0,6318685^ 

9,8314971 
9,8314970 

68  39  6,95 
68  39  6,93 

0,24699621 +0,6318686ii  9,8314970^     68  39     6,94 

J-  =  +  0,5365910  -  1,3728774  «•  =  — +  -^ 
KV")  V        ^ 


Das  Hauptmoment   des  Beweises    des    umstehenden  Lehrsatzes  ist 
folgendes.     Setzt  man  * 


\}{mm,  —  mi)         ,      m  ,    m 

=  «.  ^^^-= =  i'.   T  =  ^.  ^ 


m 


B,   so  wird 
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1  19  1  9  25 

A  =  1 +  _««  +  _. _aH--:^^a«  +  etc. 

aA  +  (3««  -1)4^+  («^  -  a)  '^  =  0,  (1) 

hB  +  {Sbb-l)^  +  {b^-[b])'^  =  0,  woraus 
aB  +  {3aa-l)^  +  {a^-a)^=-^0,  (2) 

Aus  (1)  und  (2)  folgt,  wenn  wir  — = -= —  =  u  setzen 

{3aa  —l)ii-{-  (a^  —  a)  -y-  =  0  oder  (a'  —  a)u  =  Const. 

[S.  3.] 

Nun  wird  für  a  =  1,  b  =  0 

(lA 

A  =  Go,    {a^  —  ä)A  ^  0]    jB  =:  1 ;    -^=00, 

,  3       X  ö^  ^      dB  1,3,  2 

^  ^  da  %  ^     da  2      ^  ä       . 


Summation  einer  Reihe,  wo  die  Logarithmen  der  Glieder  eine 
arithmetische  Progression  zweiter  Ordnung  bilden. 

Es  seyn  die  Logarithmen  dreier  auf  einander  folgender  Glieder : 

a  —  b  —  c,  «,  a+b  —  c 

und  von  einer  andern  Reihe 

«  — /3  — y,  cc,  a  +  ß  —  y 
Ist  nun 

bb       1  ,      ,         1  , 

U  =  a  +  -^  +  Y^Og  JiJt  -  y  log  c 

ß  =  i.  180«.  - 
^  c 

Tihrnc 
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log  T^%  =  0,0674670 .  920 .  5  Z-;r  =  1,3643763538 .  418 


Mtcti  =  1,86152283563 
4.JcJmit  =  7,4460913425 

so  sind  die  Summen  beider  Reihen  gleich. 
Beispiel. 


4,2 

+  4,7 

8,9 

+  1,1 

-3,6 

10,0 

-3,6 

-2,5 

1 

7,5 

-6,1 

-3,6 

1,4 

[Es  folgt  eine  logarithmische  Rechnung  für 
a  =  10,    b  =  —  0,7,    c  =  1,8,    die  ergibt: 

a  =  1,01832497, 
/3  =  -k70",     y  =  1,0341793] 


[S.  4.] 
Ist 


n 
m 


/i(l-2e 


+  2e  —2e 


93l7t 


+  ---r 


iii(l  +  2e  +2e  +ze  H — y 


so  kann  man  statt  M  setzen 

2e^  +  etc  +  -^ 

wo  a,h,c,d,€  U.S.W,  eine  beliebige  ungerade  Menge  ganzer  reeller 
Zahlen  bedeuten;  oder  auch 

p3I  +  2qi 

7"+  2sMi 

wo  2-'}  ^if,  ^j  s  beliebige  der  Bedingung 

jn-  +  Äqs  =  1 

genüge  Leistende  Ganze  reelle  Zahlen  sind. 


Setzt  man    Pe  =  2^^ 

so  ist 
1)  p{t  +  2iJc)  =  pt 


P/    Ttt         2  TT  11^  f,        X 

so  ist 


^-^sft.pit.xC)  =  ;>(|,y) 
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Vt.+  p{t  +  i)  =  2p4:t 
p{t-\-i)  =  2pU—pt 
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=  1i  gesetzt 


ist 


1  ,   2^^ 

—  nn  A — —  ■  n 
a  a 


2bi  +  A_  =  jf  IV 
etc. 


pM"^  =  \lM M'M" M'" M^  .pM 

p3P  =  yJ[2U,  2ci,  2di,  2ei,  M].pM. 


pM'  =\JMpM 
pM"  =  sJM'pW 
pM'"  =  \JM"-pM" 

etc. 

oder 


[Zweites  BlattJ 

Es  sei  ad  —  ßy  =  1  und 
ccM-ßi 


d  +  y31i 


=  N 


ac  =  hb  +  l,     AC  =  BB  +  1 
ist  hier  31 


1  +  bi     ^^         1  +  Bi 

,  iv  = 


a  A 

so  geht  die  Form  (a,  h,  c)  in  {A,  B,  C)  über 

ö   -ß 
y       a 


durch  die  Transformation 


Wir  unterscheiden  6  Fälle  jenachdem  nach  dem  Modulus  2 


cc 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

ß 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

y 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

d 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

12     3     4     5     6 
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Es  ist  dann 
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1 

2 

3 

4 

5 

hpN  = 

p3I 

qM 

rM 

qM 

rM 

JiqN  = 

qM 

pM 

pM 

rM 

pM 

JirN  = 

rM 

rM 

qM 

pM 

qM 

6 
pM 
rM 

qM 

h  =  i''y/{d  +  r31) 

Die  Reduction  von  p3I,  qM,  rM  auf  die  einfachste  Form 

Es  sei  31  =  -T — ^ ,  wo  cc,  ß,  y,  ö  ganze  reelle  Zahlen  und  Zähler 
und  Nenner  ohne  gemeinschaftlichen  Factor ;  man  setze 

cccc  +  ßß  =  A 
ay  +  ßd  =  B 
yy  +  88  =  C 
ad-ßy  =  sj{AC~BB)  =  D 

Man   suche    die   einfachste  Form    des  Det.  —  DD,   welche  der 
Form  {Ä,B,C)  aequivalent  ist;  sie  sei  {a,h,c-) 

Dann  lassen   sich    die  Functionen   von  31  auf  Functionen  von 

zurückführen.     Der  Algorithmus  ist  dieser 

=  M  DD  +  BB  =  ÄÄ'  B  +  B'  =  liA' 

=  31'        DD  +  B'B'  =  A'A"  B' +  B"  =  h'A" 

=  31"      DD  +  B"B"  =  A"A'  B"  +  B"'  =  h"A"' 


a 

D  +  Bi 

A 

D  +  B'i 

A' 

D-\-B"i 

A" 

[S.  2] 

D  +  Bi 
A 


D  +  Bi 


•  p31  =  p31'     für  gerades  h 
=  q31'     für  ungerades  h 

q31     =  r31'     s  =  ^J 


v/ 


D-{-Bi 


r3I     =  q3I'     für  gerades  // 
=  2^31'     für  ungerades  h 
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Wenn  man  aas  h,  li\  h"  u.  s.  w.  die  Transformation  von  (4,  B,  Ä') 
in  {a,  b,  c)  ableitet,  so  werden  deren  Elemente  (ob  sie  gerade  oder 

ungerade)  entscheiden    welche  Funktion    von  mit  der  ge- 
gebenen von  31  so  zusammenhängt,  daß  letztere  in 

D+Bi   D  +  B'i   D  +  B"i 


V- 


A' 


A' 


multipliziert   werden   muß.     Wo  M  nicht    rational   ist,    mag   man 
J)  =  —  1    setzen   und   den   Algorithmus    ebenso   bilden.     Nämlich 


(Det.  —  1)  aus  und  sucht  ihre 

abgeleitete 

&c. 

<J     9 

9 

Es  ist 

M.  Ar.-G.  zwischen  1  ...  0,2 

0,5208016 

log 

9,7166723 

1 
pM' 

12      08 

0  9898721 

log 

9,9955791 

1 

1' 

0,5261302 

9,7210932 

M 

Man  sucht 

p(^M  +  ^i\  =  - 0,4201578  +  0,3006159  i 

=  .(1^-1.) 

'l{M  +  i) 


M  =  cotgt^ 


7M 


1+MM  '  1  +  1/ J/, 


)Vr 


t  =  6m4'59 


a  =  -ö"  sin  2^^ 


+  3IM 


7  sin  rp^ 


r{a  +  U)  =  2A  (cos -j-lm  —  i  sin  -^  h7i\ 

/       9  9      \ 

+  2^."   cos^&jc  — isin^&;i;j 


&c 
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log  A  =  — j-  A-Ä .  a 


log^Lt 


A 
2A 


4 

9,5328742 

0,4600640 
9,9929382 
0,9838711 
9,0151289 
9,3171589 
0,39602 

9,71318 
Richtig. 


Man  hat 


Jf^  d(p 

y/(1  —  sin  g)^  cos  A*) 

X«  dq> 

V^(l-sin(;p'.sinr) 

qt  =  pt .  Y^cos  A 
r^  =  pt .  Y^sin  A. 


'rfi'yj  =nt{pty 


4.    [Berechnung  der   elliptischen  Integrale   erster  und 
zweiter  Gattung  (Rektifikation  der  Ellipse).] 

[Mehrere  Zettel  in  Fi.] 

[Ein  Zettel,  rauhes  Papier,  anscheinend  von  einem  Buchdeckel  ab- 
gelöst.] 


Setzt  man 


tg  T\J^  =  tg  r 
tg4ry|!!  =  tg4r"' 


u.  s.  w. 


so  wird 


/ 


dT 


J  \l  (a'a'  sii 


dT 


\J{a.a  sin  T^  +  bb  cos  T')  J  \/{a'a'  sin  21"  +  6'ö'  cos  2T") 

dT" 


~  J  xl{a"a" 


auch  ist 


^{a"a"  sin  2T"*  +  b"b"  cos  2T"*) 
sin2T  sin2r' 


V  (aa  sin  T^  +  bb  cos  r )  y/ «'«'  sin  2  T'"  +  ö'i'  cos  2  T") 
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[Drei  Zettel,  gelbliches  geschöpftes  Papier ;  zwei  dieser  Zettel  sind, 
wie  das  Wasserzeichen,  der  niederländische  Wappenlowe  mit  Pfeil- 
bündel und  Schwert,  zeigt,  von  demselben  Bogen  abgerissen.] 

[Erster  Zettel] : 

a  =  ,a  (1  +  2xx  +  2x^  +  2x"  +  etc.)"  =  lifx 
h  =  ß{l  -  2xx  +  2x'  +  2x''  -  etc.)'  =  ^fix 

1  9  «5 

c  =  ^{x^  -i-x'  +x^  +  etc.)'^  =  ,tt  . . . 

aa  —  hh  =  16cc 
a  +  1)  =  2a',     ab  =  b'b',     cc  =  a'c',     a-b  =  8c'     &c. 


X  ist  die  Grenze  von 


c       J(c'\       ^ic"     ^Id" 


Ferner  ist  das  ar.  geom.  Mittel  zwischen  a  und  4c 


21oga; 


Es  ist  also 


1  iin 


li% 


loga;  =  --g-^^.      Log^  =  9,8339041884. 


Setzt  man  ^^(««sin  T^4- 5&  cos  I^)  =  J 

so  erhält  man  6  durch  folgenden  Algorithmus 


tgT\J^  =  tgT' 
tg2T'\J^  =  ig2T" 
tg4T'Y|^  =  [tg]4r 


>  Dann  ist  0  =  T' 


tg8T"Y|.  =  [tg]8r^v 

etc. 
Man  hat  ferner 

1  9  S5      . 

a:^  sin  ^ö  —  x'^  sin  ^B  +  x*  sm  f  9  —  etc. 

ic*  COS  ^ 9  +  a;^  COS  |6  +  a;  4  cos  |9  +  etc. 
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tgr 

tg2T" 


X-  sin  0  —  rc*  sin  36  +  rr«  sin  56  —  etc. 

~~i  9  25 

x^  COS  6  +  :»*  cos  36  +  x^  cos  56  +  etc. 

X  sin  26  -  x'  sin  66  +  x''  sin  106  -  etc. 
X  cos  26  +  a;^  cos  66  +  a;""  cos  106  +  etc. 


[S.  2] 

Eine  independente  Reclinung  ist  folgende 


i   tgr 

=  tgu 

tgT' 

=  y/tgT.tgU, 

U' 

tg2r' 

=  ^ig2rtg2U', 

ü" 

tg4r" 

=  Vtg4r'tg4f7", 
u.  s.  w. 

U'" 

yrCß     7TCD 

=  6 

U'  =  i(T+  TT) 

h{r+ü') 
i(r'+c/") 


Dann  ist 

f\l{aa  sin  T'  +  hh  cos  T')dT 

=  1  (a'a'  _  2  (a"a"  -  ö"&")  -  (4a"'a"'  -  &"'6"') .  .  .) 

+  !(«-&)  sin  2C/'  -  A(a'  -  Z^')  sin  4f7" 

-  \  {a"  -  h")  sin  8  V"  -  |-  («'"  -  &'")  sin  16  iJiv  . . . 

[Zweiter  Zettel.]  '  '.Ldt^ 

Zur  Rectification  der  Ellipse 
Es  sei 

f\J  {aa  cos  r~  +  &6  sin  T')  dT  =   Tf . 

Man  büde  die  Reihe  der  arithm.  geom.  Mittel 


a,  h 
a',b' 
a",  h" 

&c 


aa  —  hh      =  16  cc 

a'a'-h'h'   ==  16c'c' 

a"a"-b"h"  =  16c"c" 
&c 


cc  =  a  c 


c  c    =  a  c 


&c. 


Man  hat  dann  ferner  zu  setzen 
4sinT 


a 
4  sin  T 


=  p  cp  ■=  sin  2it        p' 

=  y  c'ij'  =  sin  22t'      ij" 


P 


cos  M 

cos  u'' 
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=  p"     c"p" 


sin  2u" 


&c. 


Dann  ist,  den  letzten  Wert  von  T  =  &  gesetzt, 

W  =  —\a'a'  -  32 c"c"  -  64c"'c"'  -  128ciV^. .  .1 

+  8c'  cos  Tsin  T'  +  16c"  cos  T'  sin  T"  +  82  c'"  cos  T"  sin  T 

=  ^  (a'a'  -  32  c"c' '  -  64c"V"  -  128  c^V^ . . .) 
a 

+  2a'p'  cos  r+  4:a"p"  cos  T'  +  Sa'Y'  cos  T" . . . 
salv.  factore  const. 


a  =  302,78000 

b  =  801,78000 

a'  =  302,28000 

b'  =  302,27944 

a  =  302,27977 


2,4811272 
2,4796904 
2^4804094 
'2,4804086 
2.4804090 


c    . 

. .  0,7886597 

c'  . 

..9,0969100- 

-10 

c". 

. .  5,7134110  - 

-10 

c". 

. .  8,9464130  - 

-20 

Factor  von©..  2,4804098    Also  die  Länge  des  Bogens 

90° 

+      17,418  cos  T  sin  T" 


Erdquadrant  2,6765297 
7,0000000 


0,1961199    _  ®.  10000000-+  21060,580  cos  Tsin  T 


Factor  Const.  4,3234703 

2,4811272 

a  6,8045975 

[S.  2.] 

Die  "Winkel  finden  sich 

siii2M  =  ^  sin  T 

0 

sm  T'  = i- 

cos  u 

9 
9 

8,9095925  h  ...  9,9992822 
7,2185606  //...  9,9999996 
3,8350620    h"      0 
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z.B.  51.31.48  =  95 

0,09986 
00144 


38.33.46=  T 

sin  T  9,79475 
8,90959 
9,99928 
9,79403 

28 


sin  T  9,79431 
T'  =  38.31.0 


[S.  3.] 


sin 
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Man  führe  noch  ein 

aigU  =  bigU 

a'igü'  =  b'igT' 

a"ig  ü"  =  b"tgT" 

Dann  ist: 

cos  1{T-U) 
asinT'         hsmT' 


cos  ü'  = 
cos  T'  = 


h'  sin  T' 


a' tg  T 

sin  £7' 
VtgT.tgfJ 


a'tg  ü 

h'  cos  T'  = 
h'cosT'  = 


a'sJtgTtgU 

a  sin  U' 

tgT 
bsin  U' 


igU 


cos(r+  ü)  _  cos(r  +  ^')cos(r'-  u') 

cosTcosC    ""  cos  T'^ 

cos(r+£/)    ^    cos(r+  U')cos{T'-  U') 
sin  T  sin  ü"  sin  U'^ 

2cos(T+  ^)      ^    cos(T'+  ?70.cos(r-  ü') 
V/  sin  2r.  sin  2  f7  cos  T'.  sin  f/' 

[3.  Zettel.      Enthält    zwei   Beispiele    und    die    Wiederholung    von 
Formeln,  die  sich  auf  den  andern  Zetteln  ebenfalls  finden.] 


5.  Grundbegriffe  der  Lehre  von  den  Reihen^). 

1.  Der  Inbegriff  einer  jeden  Anzahl  beliebiger  Größen  kann 
im  weiteren  Sinne  des  Wortes  eine  Reihe  genannt  werden ;  indeß 
würde  diese  Ausdehnung  des  Begriffs  wenig  Nutzen  haben  und 
man  beschränkt  daher  in  der  höheren  Mathematik  den  Ausdruck 
Reihe  auf  den  Inbegriff  solcher  Größen,  die,  insofern  man  jeder 
derselben  ihre  eigene  Stelle  anweiset,  d.i.  die  erste,  zweite, 
dritte  Größe  u.  s.  f.  unterscheidet,  alle  nach  einem  Princip  be- 
stimmt werden.     Der  wesentliche  Charakter   einer  Reihe   ist  also. 


1)  [Manuskript  von  3  Quartblättern  in  Fa;  auf  der  letzten  Seite  Rechnungen 
zur  Osterformel.] 
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daß  für  jeden  Ort  in  derselben  die  entsprechende  Größe  (das 
Grlied  der  Reihe)  sofort  völlig  bestimmt  ist,  und  es  daher  als 
möglich  angesehen  wird,  sobald  man  das  Princip  nach  welchem  die 
Reihe  gebildet  wird  (ihr  Gesetz)  kennt,  sie  soweit  man  will 
fortzusetzen.  Den  Ort  eines  jeden  Gliedes  bezeichnet  man  durch 
eine  Zahl,  die  der  Index  desselben  heißt,  so  daß  1  der  Index  des 
ersten  Gliedes  ist,  2  der  des  zweiten  u.  s.  f. 

2.  Der  hier  gegebene  Begriff  einer  Reihe  ist  von  weiterem 
Umfange  als  der  gewöhnliche,  da  man  sie  durch  den  Inbegriff  der 
Werthe  einer  Funktion  Einer  veränderlichen  Größe  erklärt,  welche 
dieselbe  erhält,  indem  man  diese  veränderliche  Größe  nach  und 
nach  =  1,  2,  3.  u.  s.  f.  setzt,  wenn  man  anders  nicht  auch  den 
Ausdruck  Function  in  einer  ausgedehnteren  Bedeutung  nehmen 
will,  als  bisher  geschehen  ist.  Denn  nach  dieser  Erklärung  wäre 
z.  B.  die  Reihe  der  Primzahlen  1,  2,  3,  5,  7  u.  s.  f.  oder  jede  daraus 

abgeleitete  wie  1,  -j-,  -q-,  ^,  j^,  j^r^  u,  s.  f.  nicht  unter  den  Reihen 

enthalten,  welches  dem  Sprachgebrauche  weniger  gemäß  ist.  Zum 
Unterschiede  kann  man  solche  Reihen,  wo  jedes  Glied  durch  eine 
analytische  Function  des  Index  dargestellt  wird,  analytische 
Reihen  nennen,  so  wie  man  die  Function  selbst,  allgemein  vorge- 
stellt, das  allgemeine  Glied  der  Reihe  zu  nennen  pflegt. 

3.  Ist   eine   Reihe  a',  a",  a'"  u.  s.  f [it],    in   welcher   für 

jeden  endlichen  Index  das  entsprechende  Glied  einen  endlichen 
reellen  "Werth  erhält,  so  beschaffen,  das  in  ihr,  so  weit  man  sie 
auch  fortsetzt,  kein  Glied  vorkommt,  das  größer*)  als  eine  ge- 
gebene Größe  X  wäre,  so  kann  man  l  eine  obere  Grenze  für  die 
Reihe  nennen  (limes  supra  seriem,  une  limite  en  plus);  ist  hingegen 
keine  Größe  groß  genug,  um  nach  diesem  Begriffe  eine  obere 
Grenze  genannt  werden  zu  können,  oder  mit  anderen  Worten, 
kann  man  in  der  Reihe  zu  so  großen  Größen  als  man  will  oder 
zu  größern  gelangen  wenn  man  sie  nur  weit  genug  fortsetzt,  so 
sagt  man  die  Reihe  habe  keine  obere  Grenze.  Es  ist  klar,  daß 
wenn  X  eine  obere  Grenze  der  Reihe  [/t]  ist,  jede  Größe,  welche 
größer  als  X  ist,  gleichfalls  eine  obere  Grenze  der  Reihe  sein  werde, 
und  im  Fall   nicht   schon   X  selbst   die   kleinste    obere  Grenze   ist. 


*)  Die  Wörter  größer  und  kleiner  werden  hier  allemal,  wo  nicht  das  Gejreu- 
theil  erinnert  wird,  mit  Rücksicht  auf  die  Zeichen  verstanden,  so  daß  0  und  jede 
positive  Größe  größer  als  jede  negative,  und  von  zwei  negativen  Größen  diejenige 
die  größere  genannt  wird,  die  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen  die  kleinere  wäre. 
Ebenso  sind  die  Ausdrücke  zunehmen  und  abnehmen  zu  verstehen. 
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wird  es  noch  kleinere  als  2  geben;  nun  ist  aber  von  selbst  klar, 
daß  es  kleinere  Größen  als  l  gebe,  die  nickt  mehr  obere  Grenzen 
der  Reihe  genannt  werden  können;  läßt  man  demnach  1  durch  alle 
Zwischengrößen  stetig  abnehmen,  so  muß  man  nothwendig  auf  eine 
kleinste  obere  Grenze  V  kommen,  die  also  die  Eigenschaft  haben 
wird,  daß  kein  Glied  der  Reihe  [7?]  größer  als  V  ist,  wohl  aber 
in  dieser  Reihe,  wenn  sie  nur  weit  genug  fortgesetzt  wird,  Glieder 
vorkommen  können,  die  größer  sind,  als  jede  andere  Größe,  die 
kleiner  als  L'  ist. 

Ganz  auf  ähnliche  Weise  kann  \i  eine  untere  Grenze  (une 
limite  en  moins)  der  Reihe  \1{\  heißen,  wenn  in  derselben  kein  Glied 
vorkommen  kann,  das  kleiner  als  [i  wäre,  woraus  von  selbst  er- 
hellet, was  Reihen  sind,  die  keine  untere  Grenze  haben.  Bei  jeder 
Reihe,  die  untere  Grenzen  hat,  wird  es  eine  größte  untere  Grenze 
J!/'  geben,  so  daß  jede  größere  Größe  als  Jf  nicht  mehr  untere 
Grenze  der  Reihe  heißen  kann.  —  Da  wir  diese  kleinsten  oberen 
und  größten  unteren  Grenzen  allein  brauchen,  so  wollen  wir  die- 
selben in  der  Folge  schlechthin  die  obere,  und  die  untere  Grenze 
nennen  und  also  den  vorigen  allgemeinen  Begriff  einer  obern  und 
untern  Grenze,  welchen  wir  bloß  zur  Ableitung  des  gegenwärtigen 
gebraucht  haben,  ganz  bei  Seite  setzen. 

Übrigens  sieht  man  leicht  ein,  daß  es  zwei  verschiedene  Arten 
gebe,  wie  eine  Größe  V  die  obere  Grenze  einer  Reihe  sein  könne; 
entweder  nemlich,  wenn  es  in  der  Reihe  wirklich  ein  Glied  (oder 
mehrere)  gibt,  da[s]  der  V  gleich  ist,  die  übrigen  aber  alle  kleiner 
sind,  oder,  wenn  zwar  kein  der  Größe  L'  gleiches  Glied  in  der 
Reihe  vorkommen  kann,  aber  doch,  wenn  [7i]  weit  genug  fortge- 
setzt wird,  Glieder,  die  so  wenig  als  man  will  von  V  abweichen 
[vorkommen].  Ganz  auf  dieselbe  Art  verhält  es  sich  mit  den  unteren 
Grenzen. 

Auf  diese  Weise  gibt  es  vier  verschiedene  Arten  von  Reihen: 
I.  Reihen,  die  weder  eine  obere  noch  eine  untere  Grenze  haben, 
z.B.  1,  -2,  +3,  -4,  +5  U.S.  f. 
II.  Reihen,   die   keine  obere  aber    eine  untere  Grenze  haben  wie 
1,  2,  3,  4  u.  s.  f.,  wovon  die  untere  Grenze  1. 

III.  Reihen,  die  keine  untere  aber  eine  obere  Grenze  haben,  wie 
-  1,  -  2,  -  3  u.  s.  f. 

IV.  Reihen,  die  sowohl  eine  obere  als  eine  untere  Grenze  haben. 
Diese  beiden  Grenzen  werden  immer  ungleich  sein,  wenn 
nicht    alle   Glieder    der    Reihe    einander    gleich    sind.     Z.  B. 

— -,  -:t-,  -j-,  -;:r  u.  s.  f.    WO  die  obere  Grenze  1,   die  untere  -;t-. 
2     3     4      5  -& 
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Die  letztere  Art  von  Reihen  ist  hier  für  uns  die  wichtigste. 
4.  Wenn  die  Reihe  a',  «",  a'"  u.  s.  f.  die  obere  Grenze  L'  hat, 
so  sieht  man  leicht,  daß  dieselbe  auch  mit  Wcglassun^  des  ersten 
Gliedes,  oder  die  Reihe  a",  a"  u.  s.  f.  eine  obere  Grenze  L"  haben 
müße,  und  zwar  wird  L"  kleiner  als  L'  sein,  wenn  a'  =  L'  und 
die  folgenden  Glieder  alle  wenigstens  um  eine  bestimmte  Größe 
kleiner  sind;  sonst  wird  sein  L"  =  L\  in  keinem  Falle  aber  L'  ->  L'. 
Auf  gleiche  Art  wird  die  Reihe  «'",  aP  u.  s.  f.  die  obere  Grenze 
L"  haben,  die  Reihe  a'^,  a^  u.  s.  f.  die  obere  Grenze  U^  u.  s.  f., 
und  so  werden  alle  diese  obern  Grenzen  eine  neue  Reihe  bilden 
i',  Z/",  L",  LP  u.  s.  f.  in  welcher  kein  Glied  kleiner ')  als  das  vor- 
hergehende sein  kann.  So  leitet  man  aus  der  ursprünglichen  Reihe 
—  1,  —  2,  —  3,  u.  s.  f.  die  Reihe  —  1,  —  2,  —  3  u.  s.  f.  als  obere 
Grenzen  Reihe    ab^    die   mit   jener  selbst  überein  kommt;    aus  der 

12     3 
Reihe  -^,  -^-,  -r-  u.  s.  f.  diese  1,  1,  1  u.  s.  f.  wo  alle  Glieder  1  sind; 

aus  der  Reihe    L  ^,    -^     -^,    -^  4  4    "lIs    '^-'- ^^ 

welche  aus  Entwickelung  des  Bruches :. entsteht*), 

l——x  +  -^xx 

diese  1,  y,  ^,  g^-  32'  32'  64'  1024  ^'  ^'  ^'  ^^^  gleiche  Art  werden, 
wenn  die  Reihe  «',  a",  a'",  a^^  u.  s.  f.  eine  untere  Grenze  M'  hat, 
auch  die  Reihen  a",  a"  u.  s.  f.,  a",  cP  u.  s.  f.,  cP\  a^  u.  s.  f.  u.  s.  f. 
untere  Grenzen  Ji",  M"\  M^^  u.  s.  f.  haben,  und  diese  werden 
eine  neue  Reihe  M',  31",  M'",  Jf ^^  u.  s.  f.  bilden,  in  welcher  kein 
Glied  kleiner  sein  kann  als  das  vorhergehende. 

"Wenn  beide  Umstände  sich  vereinigen,  daß  die  ursprüngliche 
Reihe  sowohl  eine  obere  als  eine  untere  Grenze  hat,  oder  zur 
IVten  Gattung  gehört,  so  kann  in  [der]  Reihe  L',  L",  L"  u.  s.  f. 
kein  Glied  vorkommen,  das  kleiner  als  irgend  ein  Glied  der  Reihe 
3i',  M",  M'"  u.  s.  f.  wäre.  Denn  gesetzt  es  w^äre  L'  <;  M'",  so 
würde  wenn  n  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet  die  kleiner  als  1 
und  m  (oder  auch  der  kleinsten  von  beiden  gleich)  ist,  sein  L"^L', 
3r  >  ili™  und  folglich  L"  -<  ilf ",  welches  widersprechend  ist,  da 
X"  die  obere,  il7"  die  untere  Grenze  von  Einer  und  derselben  Reihe 
a",  a"+\  ö""^"  etc.    bedeuten.   —   Hieraus   folgt  nun  leicht,   daß  die 


1)  [Es  muß  heißen:  grüßer]  Sclil. 

*)  Die  Gründe,  worauf  die  Formation  dieser  Keihen  beruhet,  werden  anders- 
wo vorgetragen  werden. 
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Reihe  Z',  L",  L"  u.  s.f.  eine  untere,  die  Reihe  M\  31",  M'"  u.s.f. 
aber  eine  obere  Grenze  haben  werde;  jene  wollen  wir  durch  7>, 
diese  [durch]  M  bezeichnen*),  und  man  begreift  leicht,  daß  L  nicht 
kleiner  als  M  sein  könne,  sondern  entweder  Lz::^  M  oder  L  ==  M 
sein  müße.  L  nennen  wir  die  letzte  obere  Grenze  der  ursprünglichen 
Reihe  [R],  M  die  letzte  untere  derselben.  Zugleich  erhellet,  daß 
L,  M  auch  die  letzten  beiderseitigen  Grenzen  der  Reihen  a",  a'", 
a^^  u.s.f.;  a'",  a^^  u.s.f.  u.s.f.  sein  werden,  oder  daß  man  bei  Be- 
stimmung der  letzten  Grenzen  einer  Reihe  von  ihren  Anfangs- 
gliedern so  viele  weglassen  kann,  als  man  wül. 

5.  Erklärung.  Vfenn  in  einer  Reihe  der  vierten  Art  die 
letzte  obere  Grenze  und  die  letzte  untere  einander  gleich  sind,  so 
nennt  man  sie  die  absolute  Grenze  der  Reihe. 

6.  Lehrsatz.  Wenn  a,  a',  a"  etc.  eine  Reihe  ist,  die  die 
absolute  Grenze  A  hat;  h,  b',  h",  h'"  etc.  eine  Reihe,  deren  ab- 
solute Grenze  B,  so  hat  die  Reihe  a  +  b,  a'  +  b',  a" +  b"  etc.  die 
absolute  Grenze  ä-{-B. 


*)  Die  erstere  Reihe  wird  auch  eine  obere  Grenze  L',  die  zweite  eine  untere 
M'  haben,  auf  die  aber  nicht  weiter  Rücksicht  genommen  zu  werden  braucht. 


Bemerkung   zu   dem   vorstehenden   Fragment. 

In  diesem  aas  den  Jahren  1800—1801  stammenden  Aufsatz 
hat  Gauß  die  Bedingung  für  die  Existenz  des  Grenzwerts  (Limes) 
einer  abzählbaren  Menge  als  ganz  speziellen  Fall  mit  Hilfe  der 
stets  existierenden  letzten  oberen  und  unteren  Grenzen  hergeleitet. 
Vgl.  z.B.  Pasch,  Mathem.  Annalen  30  (1887),  S.  132  ff.,  wo  jedoch 
die  Abzählbarkeit  der  betrachteten  Menge  nicht  vorausgesetzt  wird. 


lieber  Gauß'  Arbeiten  zur  Funktionentheorie.  141 


Verzeichnis  der  im  Text  wiedergegebenen  Auszüge  aus 
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S.  11,  Fußnote  4),  aus  „Exercitationes  mathematicae"  (Fh). 

S.  11 — 12,  vom  Deckel  des  Leiste. 

S.  17,  Fußnote  1),  aus  Leiste,  S.  48. 

S.  17,  Fußnote  2),  aus  Leiste,  S.  52. 

S.  18,  Fußnote  3)  und  S.  19,  Fußnote  2),  aus  Leiste,  S.  88. 

S.  20,  Fußnote  4),  aus  Leiste,  S.  78. 

S.  22,  Fußnote  3),  aus  Leiste,  S.  48. 

S.  23,  Fußnote  1),  aus  Scheda  Ac,  S.  23,  25. 

S.  25,  26,  Fußnote  3),  von  einem  Zettel  (Ff). 

S.  26,  aus  Leiste,  S.  56. 

S.  27,  Fußnote  1),  von  einem  Zettel  (Ff). 

S.  28,  Fußnote  1),  aus  Scheda  Aa,  S.  26. 

S.  32,  Fußnote,  aus  „Bestimmung  der  Convergenz  der  Reihen  usw."  (Fa). 

S.  33,  aus  dem  Tagebuch,  letzte  Seite. 

S.  40,  von  einem  Zettel  (im  Privatbesitz  des  Herrn  C.  Gauß  in  Hameln). 

S.  42—44,  Ergänzungen  zu  Werke  HI,  S.  433—435,  aus  Scheda  Ac,  S.  26—31,  35. 

S.  48—49,  aus  Scheda  Ac,  S.  34. 

S.  51,  Fußnote  1),  aus  Scheda  Ac,  S.  20. 

S.  65,  aus  Scheda  An,  S.  7,  8. 

S.  76,  77,  Ergänzungen  zu  Werke  III,  S.  436  ff.,  aus  Handbuch  16,  S.  40—53. 

S.  78—80,  aus  Scheda  An,  S.  37—40. 

S.  84  und  ebenda  Fußnote  1),  aus  Handbuch  18,  S.  234—235. 

S.  93,  Fußnote,  aus  Handbuch  19,  S.  42-45. 

S.  105,  Fußnote  5),  aus  Schumachers  „Gaussiana". 

S.  115 — 116,  aus  „Bestimmung  der  Convergenz  der  Reihen  usw."  (Fa). 

S.  116,  von  einem  Zettel  (Fm,  Varia  analytica). 
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